
M1NIMIZACI0N DE LOS VALO-
RES EXTREMOS DE UN CON-
JUNTO DE FUNCIONES LINEALES
SOMETIDAS A UN CONJUNTO DE
DESIGUALDADES LINEALES

Introducción

Se afrontó el problema enunciado al elaborar dos modelos de pro-
gramación de actividades en la zona del proyecto de regadío del Bajo
Ebro, margen derccba (España), extendidas a todo el período de su
evahición: veinticinco años aproximadamente (1).

Pese a su origen, el problema desborda los límites de análisis tan
particular. Por ello lo hemos estudiado sin vincularlo a ningún caso
concreto, aunque sí dedioando algunos párrafos a ciertas jteculiarida-
des de eus aplicaciones (2).

Formulación

Sea:

del problema

f2 = tvlb21

/ p = MJ, bvx + ™2 fcB2 '

4-. . . + M

+ - + «

+ ...+«

'n62 n

(1) Forman parle de lus esludios realizados sobre ese proyecto por la sociedad
Torán-Tam8, S. L., para la Dirección General de Obras Hidráulicas española, en el
que se apJican, por primera vez en España, las técnicas de la programación )inea\
a problemas de planificación de regadíos.

(2) El autor agradece a S. Vaj.da, Head of tKe Mathematical Group oi the Ad-
miralty Research Lzboralory fn Tcddington (Greal Britain), sus observaciones sobre
los epígrafes Formulación del problema y Relaciones entre las soluciones básicas
de un dual simétrico y las soluciones básicas de un primal simétrico, que permitie-
ron mejorar la redacción de éstos.
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MINIMIZACIÓN DE LOS VALORES EXTREMOS DE UN CONJUNTO...

el conjunto de funciones-objetivo cuyos extremos (/max y /min) se desea
minimizar (3) y:

«11 » i + «12 W2 + ••• + «in ««n ^ Cx

«2i ««! + a22 w2 + ... -J- a2n u>n ̂  c.

«nu ™i + Oni2 ̂ 2 + • • • + «mn ">n ̂  Cm

W^Q , W2 ^ 0 ... M'n ^ 0

n > p

el conjunto de restricciones al que se encuentran sometidas las varia-
bles iVi y las funciones-objetivo.

Multiplicando por — 1 los dos miembros de las desigualdades tales
como :

«11 w l + a l 2 W2 + ••• + « i n W-'n ^ c l

quedan éstas de la forma

y llamando

TT 612 b22

«11 «21 ••• «n

«12 «22 •• «» :

W = [i» n w2 ... «)„], C = [cj, ca ... cm]

el problema se expresa inatriciaJmente como sigue:

Minimizar los extremos de WH con WA ^ C, \V ̂  Ó, n > p-

La minknización del extremo inferior (/min) se reduce' entonces a un
problema trivial aunque enojoso: basta resolver a lo sumo p problemas
ordinarios de programación lineal, uno para cada función-objetivo WH¡ ,

(3) La maximizacióo daría lugar a un problema equivalente en un todo.
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A. LÓPEZ NIETO

i = 1, 2, ... p; aquel cuya solución .W dé lugar al valor de su función-
objeilivo que sea mínimo entre los mínimos ofrece el resultado buscado.

No ocurre así con el otro extremo (/max) ¿el conjunto funcional. Es
posible que la miniiuización aislada de cada función-objetivo no conduz-
ca a la solución bascada y ni siquiera a aproximaciones satisfactorias (la
minimización aislada de las funciones-objetivo puede llevar a p óptimos
de1 los que ninguno es extremo superior). Pero, además, y ello tiene 6U
importancia, tal manera de proceder no representa ol procedimiento más
idóneo para llegar a los valores extremos.

Como veremos, es preferible un enfoque específico. Además, el en-
foque propuesto sirve -también para mejorar el proceso operatorio de la
uiinimJzación del extremo inferior (se emplearían modelos y criterios
de selección de vectores completamente semejantes, a los expuestos en esle
trabajo).

Queda en definitiva formulado el siguiente planteamiento:

Minimizar el extremo superior de WH con WA S; C, W í i Ó, n > p.

Si se utiliza Ja transformación típica de un juego en un problema de
programación lineal, el enunciado anterior podría expresarse así:

Minimizar v

con M/2 hlx -f w2 b12 -f . . .4- ui.b^év
WÍ b2l + w2 b22 -f ... -f wn b,n é, v

™1 &P1 + l»2 1>V2 + ... + "̂n bpn ^ V

y W A ^ C , W ^ Ó

añadiendo p variables de holgura a las p primeras desigualdades se ten-
dría:

Minimizar f

Wj. &n ~-W2 f»J2 + ... + «'i» 6ln+ Ul =V

wz í>21 -f w2 ¿>22 -f ... -I- wa b2n -{-«2 = v

Wj bp-L -f w2 o p 2 4- ... + «;n &pn + U P = v

y W A ^ C ; W ^ O : u, ^ 0 , i — 1, 2 . . . p
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MINIMIZACION DE LOS VALORES EXTREMOS DE UN CONJUNTO...

esquema a pa-ríár del oual ei-se resta la primera igualdad;de cada una
de las p — 1 siguientes y se hace b'¡¡ = b¡y—blj obtendríamos:

Minimizar

con w1 b'21 -+- W2 b'22 + ••• 4~ ^n '̂211 + U2 — i t j = 0

u¡1 b'pl +w26'P 2-f ... +wnb'pn + " P — «1 = 0

y W A ^ C ; W ^ O ; u¡ ̂  0, i = l, 2 . . .p

que es un problema ordinario de programación lineal.

El cuadro de restricciones ha sido aumentado respecto a la versión
original en p — 1 filas y en p — 1 variables de holgura y un vector-co-
kunna unitario de elementos negativos, lo que ipucde resultar incómodo
cuando la magnitud de p es elevada.

A continuación efectuamos un nuevo análisis de este problema, en el
que se procura hacer mínimo el tamaño del cuadro de restricciones.

Puede dbservarse que:

Minimizar el extremo superior de WH con WA ̂ C ; W ^ O y n > p

equivale a una serie de p problemas duales simétricos simultáneos, todos
ellos oon ed mismo poliedro convexo representativo de las n -\- m res-
tricciones de W, es decir, WA ̂  C; W ̂  O .
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RELACIONES ENTRE LAS SOLUCIONES BÁSICAS DE UN DUAL
SIMÉTRICO Y LAS SOLUCIONES BASIQAS DE UN PRIMAL

SIMÉTRICO

Consideremos en particular uno de esos problemas duales, p. ej.:

Minimizar WH: , con \VA í••= C, \V ̂  O, H i = [1]

Se demuestra que a este iproblema le corresponde otro (primal) :

Maxiinizar CX con AX ^; Hx , X ̂  O, [2]

En efecto, añadiendo n variables de holgura Y "podemos escribir, cu
lugar del [2]:

Maximizar (C I Ó)
X \

¡ con (A | I)
)

X \
I = H t , X ^ O , Y k Ü

[3J

El dual ordinario de esta última formulación es:

Minimizar WHX con W (A | I) ^<C | 5)

restricciones que se desdoblan en W A ^ C , W ̂  Ü (4).

(4) Las relaciones entre los problemas primal y dual son suficientes para com-
probar que el problema dual es sensible al cambio de unidades en cada fancion-
objetivo WHĵ ; consecuentemente, la introducción de funciones-objetivo combina-
ciones lineales de otras funciones previamente establecidas alteraría la minimización
del extremo superior.
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En consecuencia, entre [1] y [2] exis<en las siguientes relaciones:

1) A toda solución 'básica del primal (n vectores independientes) le
•orresponde una solución básica del dual (n restricciones se transforman
-n igualdades). En total hay (m+n ) soluciones básicas ipara cada uno de
los dos problemas (5).

2) Sólo hay una solución básica factible deíl primal que también sea
-olución básica factible del dual: el óptimo de ambos. Las restantes so-
luciones 'básicas factibles del dual sólo «on soluciones básicas del primal
no todos los elementos de X son ^ 0), y las factibles del primal sólo
•on .básicas del dual (no todas las ecuaciones verifican WA ^ C), es decir.
?on vértices deíl poliedro estrellado que se superpone al convexo.

OBTENCIÓN DE SOLUCIONES BÁSICAS FACTIBLES EN UN
PROBLEMA DUAL

Conocido un vértice del dual es posible, utilizando procedimientos
standard, pasar a otro vértice adyacente. FA problema equivale a pasar
de un punto extremo (factible o no4factible) del primal a otro punto ex-
tremo (factible o no-factible) de dioho primal, conservando las condicio-
nes de fadiibilidad del dual.

Resolvamos [1] con las técnicas deíl siruplex, o análogas, añadiéndo-
lo las correspondientes variables de exceso y artificiales. El óptimo nos
«la un vértice del poliedro convexo de las restricciones. Este óptimo lo
es también del primal [3], cuya resolución puede sustituir a la de [1],
y en cuya tabla final los z¡—c¡ serán todos ^ 0, lo que representa la
condición de factibilidad en el dual: WPj ^ c¡ j = 1, 2...in. (6)

Si retiramos un vector de la base dtíl primal c introducimos otro tal
tjiís todos los nuevos z'¡ — c¿ sean Í̂ O, habremos obtenido otra solución
básica factible del dual, es decir, otro vértice del poliedro convexo.

(5) Todo vértice del poliedro convexo se caracteriza porque las correspondien-
tes W, (tOj w ... tvn) cumplen las m -j- n restricciones con n igualdades y m des-
igualdades.

{6) En efecto, empleando notaciones usuales se tiene Wu = C° B-1 y W° (A | I) —
— íf. ¡O) = C°B-- I(A|I) — (C | O) = C U X — (C | O) =7. y Z ^ . Ó en el máximo
riel primal. |
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El cambio de un vector por otro puede hacerse de muchas forma?.

Como

siendo PH el vector que entra en la base y Pi el vector que sale de ella,
para que todo ¿¡ — Cj^O, siendo Zj— c$ ^ 0 y zK — cx ^ 0 es precieo
mi a

= sea ¿

desde lnego, todas las series del tipo 0¡ éz 0 cirmiplen con la desigual-
dad anterior.

Una regla amplia de selección podría ser la siguiente: se. torna Pk ,
vector fuera de la 'base, de forma que zk—ck tenga, relativamente, un
pequeño valor, y P[, vector dentro de la base, de foraia que determine
un xll£ grande respecto a los A'IJ; se calculan los cocientes.:

y se comprueban las desigualdades

de ser favorable la -comprobación se habrá obtenido, cambiando en la
base Pi por Px , un nuevo vértice de)l poliedro convexo representativo
de las restricciones •del dual.

Si se eligiera Pi con arreglo a un ci-ilerio diferencial la determinación
de PK , para qpie todos los z'¡ — c¿ ^ 0 no podría ser tan amplia.

Supongamos que, deseando rebajar WHj, elegimos un Pi con

— 78 —



M1NIMIZACION DE'LOS VALORES EXTREMOS DE UN CONJUNTO...

.v1H > 0; entonces, paaa que WJ H1 < W° Hl ha de verificarse # u > 0. (7)

Í5J z j — Cj ̂  U, entonces Zj — c¡ í i (*k — ch) desigualdad que con-

duce,

si *ij > 0 (i = min ( ) , con XIJ > 0

•Sk — Ck Zj — Cj

si *ij < 0 a r= cualquier ( ), con x^ > 0
*lk -Tjj

Luego ddbe eleg-irse PK de forma que:

— min ( ) , con x¡¡ > 0

(7) Debe mercionarse aquí que para una nueva solución W1 del dual se ve-
rifica:

W1 = \V° ! ^ — — B,

siendo B, la fila elésima de la matriz B-1, inversa de la base primal, y:

[4 ]

Si deseáramos que Wl Hj < W°HJ, es preciso que;

* 1 H ,1H,

(«k-cx)>0
• r ik

y como zk — ck > 0, aciH y * l k han de ser -de igual signo.

Encontraremos lugar de insistir sobre esta última condición (ver demostraciones
en LEMK¿, C. E., The Dual Melhod o¡ Solving the Linear Programming Problem,
Naval Research Logística' Quarterly, vol. 1, núm. ] , 1954).
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Supongamos, en otro caso, qoie deseando rebajar WH^ «e elige un
P] con xm1 < 0; entonces, si W H, < W° H l5 ha de verificarse x¡k < 0.

Para que z'¡— c¡ ̂  0 se tendrá:

Zj Cj ^i (zk Ch)

desigualdad que conduce

Zk — ck z¡ — c,
si * u < 0 a = max ( ), con xti < 0

Zk Cj 2j Cj

¿i x,j > 0 ¡> = cualquier ( ), con «u < 0.

Luego debe eflegirse Pk de forma que:

2j Cj

= max ( ), con x¡¿ < 0.

LOCALIZACION DEL EXTREMO SUPERIOR MÍNIMO DE UN CON-
JUNTO DE FUNCIONES LINEALES SOMETIDAS A UN CONJUNTO

DE RESTRICCIONES LINEALES

Volviendo al análisis del problema:

Minimizar el extremo superior de WH, con W A ^ C , W ^ O y n > p,

tiene el mayor interés estudiar las iposibles limitaciones a la localiza-
ción de ese extremo superior.

En efecto, la metodología de las soluciones factibles en di dual:

Minimizar WH, con WA ^ C, W ^ Ó ,

sólo será de aplicación en nuestro caso ai el extremo superior mínimo
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de WH se ubica en la superficie del ¡poliedro convexo representativo
de las restricciones:

W A ^ C , W ^ O

La locaHzacióu en el interior del poliedro anularía toda la poten-
cialidad de los métodos iterativos empleados.

Pues bien, cuando p ^ n fácilmente se comprueba que los extremos
funcionales deben encontrarse en la superficie de ese poliedro convexo.

Consideremos un punto cualquier Q (wu ti>2, ...wn) situado en el
interior del poliedro y sean / IQ/ 2 Q •••/PQ los valores que toman las p
funciones-objetivo WH en ese punto con /pQ el extremo superior de
tales valores. Siempre puede bacersc pasar por Q una trayectoria lineal
donde WH l t WH,, ... WHp_t sean invariantes y donde WHP tome a un
lado de Q valores sucesivamente mayores a partir de /PQ en el punto Q,
y al otro liado de Q valores sucesivamente menores a partir de /PQ en
dicho punto.

Tales trayectorias cortan a la superficie del poliedro convexo en
puntos, uno de los cuajes necesariamente da lugar a valares de WH1?

\VH2, ... WHP-! iguales a los de osas funciones en el punto Q y a un
valor de WHP menor que el que esta función toma en ese punto.

Ahora bien, la solución, aunque tiene que ser encontrada en la su-
perficie del poliedro, puede situarse fuera de sus ver ¡ices (soluciones
factibles no-básicas en el dual).

La discusión se realiza a partir de las familias de polígonos hiper-
planos definidos por (8) :

WH, = Xx

WH2 á At ; WH, = X2 ; ... ; WH, ¿L \

WHP ^ ) x WHP ^ Xa WHP = AP

o

El polígono de cada familia que, con la menor cota posible \\, toca
al poliedro convexo origina soluciones factibles. En efecto, los punios
comunes están en la superficie del poliedro y en el mínimo condicionado

(8) El autor expresa su reconocimiento a J. L. Matut Archanco, Ingeniero de
la S. G. T. del Ministerio de Obras Públicas, que proporcionó un útil punto de
vista para el comienzo de esta discusión.
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de la forma lineal W H¡ que actúa como dominante (W H¡ ^ W Hj, j ^ i)
en el conjunto W H limitativo de la familia de polígonos considerada.

La solución se localiza en aquel polígono hi-perplano cuya cota X¡ es
la menor entre- las p cotas de los polígonos de contacto.

OciiTren dos casos típicos:

1) E] contacto ded polígono factible de cota mínima y la superficie
del poliedro TÍO incluye puntos del contorno de ese polígono. Entonces
uno de los vértices del poliedro, por lo menos, será solución, pudiendo
haber infinitas de éstas. En particular, cuando el contacto se realiza
a través de un solo punto interior del polígono, la solución es única y
recae sobre un vértice del poliedro.

2) El contacto del polígono factible <3e cota mínima con el polie-
dro incluye puntos del contorno de aquél. La solución (puede encontrarse
en cualquier región de la superficie del poliedro, incluyendo o no vér-
tices de éa'.e. En general habrá infinitas soluciones, y más de un W H¡
lomará é] valor de /„,„.

En él primer caso —ipeculiaridad desconocida a priori— cabría al-
canzar la solución minimizando sucesivamente W Hj para los distintos
i=l, 2 ... p, con W A i C , W ^ 0, hasta dar con el punto (tu, w2 ... wn)
de W H , , tal que en ese punto W H ¡ ^ W H , ,

i mín. i

Los modelos dual y directo ahora presentados permiten superar ese
esquema de cálculo pedestre por un solo proceso iterativo donde, desde
el primer instante, se rebaja monótonamente el extremo superior del con-
junto de forma s- lineales con independencia de 'la peculiaridad de las
soluciones.

En el segundo caso los métodos iterativos que se proponen conducen
siempre al vértice óptimo. Es decir, a una solución exacta cuando la zona
de contacto incluya algún punió extremo, o a la mejor aproximación
de vértice cuando no inoluya ninguno. Las iteraciones vertiré a vértice
se limitan a obtener uno de ellos que, teniendo en cuenta Jos iposibles
valores de las funciones W H , , W H2 ... WH P . es -el que 'más se aproxima
a Ja solución o soluciones exactas (el que proporciona un extremo su-
perior de menor va'Ior que 'los de los restantes vértices. En distintos su-
puestos de -este caso se puede demostrar que la minimización aislada de
W H j . W H 2 ... W Hp no determina al vértice óptimo.

Cuando el valor de ni es elevado, lo que parece propio de ias situa-
ciones en 3as que cabe aplicar el problema que ahora se investiga, no
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sería extraño que el solo conocimiento del vértice óptimo, aun en los
casos en que éste no represente una so'lución exacta, colmara todas las
necesidades prácticas.

En general, se demuestra que la so'lución exacta puede ser alcanzada
siempre con combinaciones de a lo sumo m -j- p — 1 valores no nulos
de tVi.

DETERMINACIÓN DEL VÉRTICE ÓPTIMO

En definitiva, el .problema puede considerarse resuello si se obtiene
el vértice óptimo en un número ponderado de iteraciones.

El proceso de resolución se lleva a cabo a través de dos fase?-.

F A S E I

Se resuelve la minimiza'ción de un W H¡, con W H ^ C, W ̂  0, por
los procedimientos usuales: simplex, revised method, product form, dual
.'•implex, etc., bien directamente, bien llevando a «abo la maxiraizaeión
del primal simétrico (9). La función conductora W H| deberá elegirse

i

entre el conjunto de funciones-objetivo WH, más que al azar, por con-
sideraciones apriorísticas o basadas en estudios superficiales.

Dentro del ámbito de las soluciones finitas pueden ocurrir dos casos:
1.° El mínimo de WH¡ , (w0!, ... u>°n), conduce a una serie de va-

í

lores en WH,, WH 2 . . .WH, , tales que el máximo es precisamente
W H| ; esc mínimo es entonces, evidentemente, el vértice óptimo.

1 mín.

2.° El mínimo de WHi , (if°i, ... to°n), conduce a una serie de va-

lores en WHj, W H2 ... WHP , tales que el máxiino no es W Hi ;
1 mtn.

se hace preciso pasar a la fase II.

19) Como el número de filas de las tablas operatorias determina ordinariamente
el tamaño de los problemas de programación lineal que pueden ser resueltos con
máquinas electrónicas, una de las dos posibilidades permitirá en ocasiones resolver
problemas que con la otra aparecerían como inabordables. En general, se debe elegir
la posibilidad cuyos cálculos vectoriales tengan el menor número de filas.
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F A S E I I

Se trata de efectuar iteraciones moviéndose desde un vértice del po-
liedro convexo a otro (de una solución vectorial básica de los p proble-
mas primal, CX con AX ^ H, a otra solución vectorial básica) de for-
ma que e<l extremo superior de W H decrezca monótonamente.

Loa criterios de selección de vectores que vamos a proponer se rigen
por los principios fundamentales siguientes:

1.° El primero es optativo y preconiza la extracción de nn vector Px

de la base y la introducción en su lugar de otro vector Pk, de manera
que, conservándose la factibilidad general, todas las funciones de W H
resalten disminuidas en relación con los valores de ellas que implica
la liase anterior.

2." El segundo expresa que, si tales cambios no se realizan (10),
procede determinar una mutación entre dos vectores, uno dentro de
3a .base y otro fuera de ella, de manera que, conservándose la factibi-
lidad general, el nuevo extremo superior tenga un valor más reducido
que el del extremo superior de la precedente iteración.

El análisis de una iteración con el método siinplex permitirá formu-
lar los criterios algebraicos implicados en los principios anteriores.

La taMa vectorial puede representarse con las notaciones usuales se-
gún el cuadro siguiente (suponemos que la base tínica de \o¿ problemas
primal que corresponden a los p problemas duales de W H es Px Pü ...
. . .Pn):

(10) Por ejemplo, forzosamnte no se realizarían en la iteración con que co-
mienza la fase II, ya que WH, min. no puede rebajarse ulteriormente.
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deduciéndose que, como se ha operado con n variables de holgura vec-
torialinente distintas (cada una actúa a p niveles diferentes, número de
los problemas primal que realmente se plantean) la taibla ofrece siempre
las columnas de B"1. matriz inversa de la liase de cada iteración.

CRITERIOS DE SELECCIÓN VECTORIAL

a) Reglas correspondieriies al principio 1) de la fase II.
Es fáoil observar, en lo que se refiere al principio 1), que la dismi-

nución sisten:) ática de todas las funciones-objelivo WH| en una iteración
exige ed mantenimiento de la correspondencia

*u > 0 hn > 0

*ik < 0 kn < 0

para todas las i = 1, 2 ... p. (11.).
Basta, pues, fijarse en las posibles filas hn , ¿ — 1, 2 . . . p, cuyos

elementos tengan todos e'l mismo signo. La existencia de estas series
señala la oportunidad de aplicar el principio 1).

Una cualquiera de ellas implica un posible vector PL a salir de la
base. El vector a entrar en la ¡base es preciso que se determine resipetan-
do la fac'tibilidad general señalarla por el vector Z ^ Ó .

En consecuencia, conooida-5 la fila 1 y e-I signo de las h,¡ debe ele-
girse como Pk el vector que verifique:

= min (

con *IJ > 0, si el signo de h^ , i = 1, 2 ... p es - ¡ - , y

r^ max ( J
xu

con X|j < 0, si el signo de ku, i = 1,2 ... p es — (12).

(11) Repásese la nota (7).
(12) Aplíquens* los razonamientos del epígrafe Obtención de soluciones básicas

factibles en un problema dual.
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Determinados P( y P* es inmediato el cálculo de la nueva tabla (ma-
trices HX y vectores-fila WH y Z).

b) Reglas correspondientes al principio 2) de la fase II.

Disponiendo de WH¡ nmx, p. cj.: \VHm, queda determinada la expre-
sión vectorial de Hm en función de la base P1 P2 ... P a .

En esta cdlumna de Hm elegimos ol elemento | h¡m [ máx. rjue localiza
un posible vector a salir de la base P i .

Para ese vector se obtiene PR , vector a entrar en la base, tal que se
conserve la factibilidad general Z ^ Ó , esto es:

*̂ k Zj
si h.m > 0, = min ( ) , con x¡¡ > 0

si
zk zi

< 0, = max ( ) , con * u < 0

A continuación es preciso contrastar la rebaja del /max •> extremo su-
perior dol conjunto funcional, en la iteración planteada.

Si denominamos d} , &2 ... Ap a las diferencias de los valores de las
funciones-objetivo W H 1 W H 2 . . . W H P respecto al valor máximo. WHm

de patvida, se ha de verificar:

m , «i! » . , - l r 1

A 1 : ¿ ; . z k , i = l , 2 . . . / > L5]

Como los Zy son positivos o nulos y x¡!( tiene signo y macnitud cono-

cidos, sólo hay que tantear los cocientes negativos.
X\k

Si no se oumiple la desigualdad [5] para ¿ = L 2...p, cabe par t i r

de otro vector, p. e j . : P r con \h¡'m\ < \h[m\ max y | / i \ m | > \h¿m!, / ^ 1.

E-l proceso ordenado en sus sucesivas etapas con los números 1, 2, 3,

4, 5 ; se sintetiza en el diagrama siguienile:
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®.
10!

WB

;©

1 falibilidad

para la fila

m i n

FINAL DE LAS ITERACIONES

El vértice óptimo habrá sido alcanzado cuando:

1) No se pueda dismimúr el valor del extremo superior (/m»x) de
la precedente ileración, es decir, cuando no exi&tan him y x[k del mismo
signo en toda la tabla (es preciso, para tal disminución, cjue se verifique:

2) ATo se cumplan todas las desigualdades Ai ¿ zk, i — ], 2 ... p

para ningún P , , i = 1,2 ...-«, (-contraste de las situaciones extremas en
que hVl y xik tienen signos distintos).

Los casos 1) y 2) estudiados en el epígrafe "Localización del extre-
mo superior mínimo de nn conjunto de funciones lineales sometidas
a un conjunto de restricciones lineales" se reflejan al final de las itera-
ciones de la forma siguiente:

Caso 1) Se obtiene siempre una solución exacta, destacándose por-
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que en la última iteración la función conductora WHm no puede ser
rebajada ulteriormente.

Caso 2) Supuestos de soluciones exactas (que incluyen vértices).
a) No se puede rebajar ulteriormente el valor de la función con-

ductora WHm (el vértice óptimo es esl de la minimización aislada de esta
forma lineal).

b) Se .puede rebajar ulteriormente el valor de la función conduc-
tora WHm, pero a cosita de pasar a otra forma conductora con un ex-
tremo superior más elevado.

(En el supuesto 6), el valor final del extremo superior es alcanzado
a la vez por más de una función-objetivo, lo que también es posible en
el supuesto a).)

Caso 2) Supuesto de soluciones aproximadas (que no incluyen vér-
tices). En la última iteración se puede rebajar el valor de la WHn, pre-
cedente, pero a costa de elevar el valor de fm)x por medio de otra for-
ma lineal (generalmente' 'los valores tomados en el véiUicc óptimo por
las p funciones-objetivo serán diferentes unos de otros).

El número de iteraciones en la que liemos llamado fase II es del
mismo orden de magnitud que en ÍIos problemas ordinarios, superando
en 'promedio al de eslos últimos tanto más cuantos más cambios de fun-
ción conductora WHm se' realicen; la cercanía del vérlice óptimo al mí-
nimo de la función tratada en la fase I se traduce en un efecto de signo
con'lrario al anterior.

UTILIZACIÓN DEL REVISED SIMPLEX METHOD

Repasemos la información necesaria para llevar a cabo Jas reglas
del principio 2.°. Es preciso disponer (véase diagrama anterior) :

1) De la serie de valores de WH.
2) De los elementos hilrl de la columna 1.
3) De los elementos .«ij de la fila 2.

»

4) De los elemeaitos , con xis del mismo signo que /i[m.

Todo el cálculo puede realizarse a partir del solo conocimiento de la
matriz B~' ampliada, matriz U, propia de cada iteración, y de la ini-
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cial1 A ampliada. Por tanto, pueden emplearse el Kevis-cd Simples Me-
thod. o su variante ]a Product Form oí the Inverso (13).

INTERPRETACIÓN DEL PROBLEMA COMO UNA OPT1MIZACIÓN
DIRECTA

Al estudiar la fa»e I de la determinación de,l vértice óptimo se hizo
referencia a las dos posibilidades de resolver tal fase: bien directamente,
bien lomándola como un dual. En ambos casos se obtenía ia miniiniza-

ción de W Hj^tfj w2 ... ivn), vértice del poliedro de restricciones que

se suponía, cuando menos, una primera aproximación al vértice óptimo.

Sin embargo, 3a fase II se estudió considerando solamente al proble-
ma dado como una serie de duales —es indudable que esto ila Jugar
a la versión geométrica más natural— apoyándonos en los primal de
estos duales para realizar las sucesivas iteraciones. Obteníamos así cálcu-
los de n -j- 1 filas (ver tabla I ) , y criterios f\e selección específicos de
tal planteamiento.

Tiene interés desarrollar el problema interpretándolo en su formu-
lación directa, con el mismo conjunto de restricciones. Si eso e= posible,
nos conducirá a cálculos vectoriales de m -f- p filas (14), tal vez más
adaptados a las peculiaridades ele las máquinas electrónicas y, en ge-
neral, a un proceso más sencillo.

Es preciso demostrar previamente que abordando el problema ge-
neral directamente, las soluciones básicas factibles de esta serie; coi-res-
ponden a soluciones básicas factibles de la interpretación dual (es de-
cir, a vértices del poliedro convexo) y recíprocamente.

(13) Ver OncHARD-HAYs, W., Background, Developmcnt and Extensions oj the

Revised Simplex Method, RAND Repon RM-1433, Tíie RAND Corporation, Santa

Mónica, California, 1951; DANTZIC, G. B., CompuUitional Algorilhm o/ the Revised

Simplex Method, RAND Report RM 1266, The RAND Corporation, Santa Mónica,

California, 1953.

En general, debe emplearse el Revised Simple* Method cuando e' número de

columnas de las tablas vectoriales es superior o igual a tres veces el número de

Filas.

(14) Esto puede ser importante cuando ni < n; ver nota (9).
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Examinemos las formulaciones extendidas de tales interpretaciones
al caso de una sola función-objetivo. Minimizar W b sometido a W A S; C,
W ^ Í O pasa a ser:

Interpretación directa

M i n i m i z a r w¡ bl -f- w2 b2 - j - ••• -f- wn b,,

con

>2» tU2

i i .

I • : I •

_ ; . . - i

^ 0. ' = 1,2 . n [6]

Interpretación dual

Minimizar Wj br -)- it>2 6 2 - j - ... tun

con

\ « , , « 2 1 • • • « m i

12 22 • • • nio

l_

La resolución de [6] implica:

1, 2 ... n. [7]

a) Que las restricciones se han transformado, multiplicando si es
necesario por — 1 a algunas de ellas, de manera que todos los c¡ ^ 0.

b) Que se añaden re variables de holgura (des¡gualda-les ¿ ) y de

exceso (desigualdades ^ ) .
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Dejando a un lado las variables artificiales que correspondan a las
variables de exceso y que se utilizan en una e-tapa especial de las itera-
ciones, la interpretación directa pasa a ser expresada por medio de las
siguientes fórmulas (15).

Minimizar u\ b^ -\- w2 b2 -\- ... -f- wa ba

con

• • • ( ' • ]

a22 • • - " ' • a

—1 0
0 -f 1

0

0
0

0... —

te,

2 I

y i

•

c2

•

Cm

[8]

¿ = 1,2...»; j = 1,2 ... KI.

donde 3os y¡ son las variables de holgura y de exceso.
Pueden compararse ahora con toda precisión una solución básica fac-

tible de la interpretación directa con una solución básica factible de la
interpretación dual.

En el primer caso —véase [8]— esas soluciones están formadas
por m valores de las n -f- m variables; ivL w2 ... wny1 y2 ... ym. distintos
de cero (soluciones no-degeneradas) y por n valores de las n -\-m varia-
bles anteriores iguales a cero. Los valores no-nulos verifican las m igual-
dades

W
(A'|D) ( — ) = C

y tn desigualdades de las ni -f- "•, W ' ^ O , Y ^ O : y los nulos la¿ n res-
tantes restricciones anteriores- evidentemente como igualdades.

OS) Suponemos una sucesión arbitraria de signos -f — en ]os valores primitivos
de c¡, i = 1,2 ... m.
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Si particularizamos el número de variables de holgura y de exceso
no-nulas haciéndolo igual' a r(r^m), se tienen:

m — r valores de tvx w2 ... wn no-milos (solución no-degenerada).
r valores de yx y2 ... ym no-nulos.
Volviendo a [6] —formulación sin variables de holgura ni de exce-

so— se verificarán como igualdades ni — r ecuaciones de las A' W ^ C
y n — m -\- r ecuaciones de las n W'^ O. Las restantes restricciones se
verifican como desigualdades.

Consideremos ol dual —véase [7]—. Las soluciones básica» factibles
están formadas por n valores de las variables wx w2 ...wn que satisfacen
las m -f- n restricciones verificando n igualdades y m desigualdades.

Supóngase ahora una solución concreta con m — r valores no-nulos
de las variables w1w2 ... tvn. Entonces se verifican como igualdades m — r
ecuaciones de las m W A ^ C y «— m ~j- r ecuaciones de las n W ̂  Ó
Las restantes m restricciones se verifican como desigualdades.

Habida cuenta de la absoluta identidad de las restricciones en los dos
casos, cualquier solución básica factible de uno lo será también en el
otro. Es decir, las dos interpretaciones dan lugar a las niismas soluciones
básicas factibles, u>1w2 ... wa.

Esta propiedad se generaliza inmediatamente a la minimización del
extremo superior de un conjunto de funciones lineales sometidas a un
conjunto de restricciones lineales. Basta comparar los problemas sim-
ples determinados por cada función lineal.

ITERACIONES EN EL MODELO DIRECTO

La minimización a desarrollar es la de:

Mín. H' W con A' W ^ C, W' ^ O

Completando esas fórmulas con variables de holgura, <íe exceso y
artificiales puede pasarse al proceso operatorio.

En este modelo la fase I no debe prolongarse hasta la obtención del
mínimo de una de las funciones-objetivo. Se limita exclusivamente a
obtener una solución básica-factible para el problema (base con W' ^ O)
en cuyo momento debe comenzar la fase II.
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La tabla de los elementos vectoriales en una iteración se incluye
seguidamente, suponiendo que la base única está formada por los vec-
tores PL, P2 ... Pm, ahora de m elementos.

MODELO DIRKCTO

TABLA II.—ESOLEM.I DE CÁLCULOS VECTORIALES EN LAS ITERACIONES

1

1

2

ni

Base

0

r2

0

«V.

H-2 W .

H'pW

Vectores P

1 i
1 p ' p

; I

0

•

0

0

0

i

i

0

j

0

1

0

0

0

0

...

•

0

0

1

0

0

0

Xl. m-¡ i

X2 . ni, i

*" l , m: i

Z2, nu i

*
ZP. n i r i

•

•

m f n

Xl. n i m

X2, m f n

xm, m+n

#
2 l , mí-n

•
Z2. m ¡ n

«
2 p , RI-Í n

donde Zt¿ = Zjj — bi¡, verificándose además:

x O, W-* = W'. ° X k .
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H \ . W ' . ' = H ' - , . W ' . ° - - -

Teniendo en cuenta las variables de holgura y de exceso incluidas en
el problema' la tabla ofrece con facilidad las columnas de B"1- matriz
inversa de la base en cada iteración.

CRITERIOS DE SELECCIÓN VECTORIAL

Son de aplicación en este modelo los mismos principios y enfoques
de la interpretación dual' por lo que escribiremos:

n) Reglas correspondientes al principio 1) de Ja fase II.
La disminución general de todas las funciones-objetivo H'i W,

¿ = 1 , 2 ... p, mediante el cambio en una cierta iteración, del vector Pi
I dentro de la base) por el vector Pk (fuera de la base), implica los si-
guientes requisitos:

1) Como Wi ̂  0, tc'i 2̂  0 (elementos ele-ésimos de la base antes y

después de la iteración) y w\ = — , necesariamente se ha de verifi-

car XyA > 0.
2) Como

H', W'.' = H'i W'° — — - zi» , i = 1,2 ... p

para <[ue

es preciso que, adicionalmente a l ) , ZIR ^ 0.

En consecuencia, Jas reglas de selección pueden expresarse asi:
1) Se localiza el vector Fk por inodio del hallazgo, en la tabla, de

una columna

z ^ O , * = 1 , 2...P
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2) Se localiza el vector l>
1 de forma que

o o
= min , con xm > 0 ,

(regla ordinaria de] simplex niethod).

Disponiendo de P)¡ y Pi es inmediato el cálculo de la nueva tabla (vec-
tores-columna W - ' , H'i W - ' . matriz X), por medio de laá usuales fór-
mula j de transformación:

x¡¡ = Xij — «¡i . y complementarias.

b) Reglas correspondientes al principio 2) de la fase I I .
La tabla de partida señala el H'i W max, p. cj., H'm W , qae va a ser

la función conductora en la iteración: 'los pasos son 'los siguientes:

« *
1) Se eüige Pk como el vector cuyo zmii = zmi max ^ 0 .
2^ Se elige P-¡ como di vector, tal que

o o
= min , x ik > 0.

3) Se determinan las diferencias entre el valor de cada función-
objetivo H ' i W y el de H ' m W que, conservando las notaciones del mo-
delo dual, serán:

¿ i A 2 ... AP

4) Por los mismos motivos que entonces se lia de verificar:

,o
A ^ - ^ - z í k , ¿ = 1 , 2 . . . p [9]

o
y como > 0 basta comprobar la desigualdad anterior para los

0 .
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5) Si no se cumple [9] se elige Pk ' , vector cuyo zmk', verifica:

* * * / *

Gráiscainente, los pasos se sintetizan en el diagrama adjunto.

X

3:

ipk.

OBSERVACIONES FINALES SOBRE LA INTERPRETACIÓN
DIRECTA

El final de las iteraciones con esta interpretación tiene lugar en la
misma forma que con el dual. Basta parafrasear, adaptándolos, los pá-
rrafos que sobre ese final incluimos en el epígrafe correspondiente.

En cuanto al empleo del revised simplex method, se trata ahora de
su utilización má3 normal, por lo que no insistiremos «obre la ínism?.

COMPARACIÓN DE LOS CUADROS DE CALCULO EN LAS
DISTINTAS POSIBILIDADES

Dejando a un lado los variables artificiales, se observa fácilmente
•que:

a) la reducción del problema al clásico de Ja programación lineal
fuña función-objetivo) conduce a un esquema de m -j- ¡> filas y ni + 'i -f-
- p -f 1 columnas;
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b) la resolución del problema por el modelo dual jn-ecisa de un
esquema con tn -\- n -\- p -\- 1 columnas y n -í- 1 filas: ;

c) la resolución del problema por el llamado modtilo directo im-
plica un esquema de m •+• p filas y m -f- n -j- 1 columnas.

Por tanto, los procedimientos desarrollados en este trabajo sólo tie-
nen interés cuando p es grande respecto a m.

A N E J O

Se expone en este lugar la estructura de un modelo de pnmiíicación
de regad/os que puede resolverse según el método investigado y que
iluslíra sobre algunas de las condiciones de aplicación de este último.

El modelo se planteó como guía indirecta para las actividades de la
zona de riegos del Bajo Ebro, margen derecha (España), .-le forma que,
dividida el área de cultivos en numerosas subzona-s, de características
homogéneas en cuanto a clase de suelo y focha de la puesta <*n riego,

1) se alcanzase en una de 'las subzonas, y como máxime en el vigé-
simoquinto año a partir de la fecha de comienzo de las obras, ol nivel
de inversión previsto como de "iple-no desarrollo";

2) la distribución de cultivos fuese, lo más tarde en el año vigé-
siinoquinto a partir de la fecha de comienzo de las obras, la conside-
rada en da programación a largo plazo como de "pleno desarrollo";

3) se minimizase el valor máximo dej total de los préstamos del
sector privado a la zona, pendientes de reintegro en el período de evo-
lución del regadío (la financia-sión del sector público y del exterior están
fijados en cuantía y distribución, así como el régimen de su amorti-
zación "I .

Tales objetivos, que incluyen la influencia de las limitaciones finan-
cieras en la actividad de los regantes, han de provocar algunas distor-
siones en las magnitudes del plan -con el que se conseguiría un desarro-
llo equilibrado óptimo en la zona, por lo que se consideró importante
determinar aquéllas en un estudio detallado.
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La expresión algebraica del modelo es la siguiente:

Hallar el extremo superior mínimo de

2 . 2 « 2 . 2 . 1

M'2.2

« 1 . 1 . P + M 1 . 2 e L 2 , p T - 4 - « « 2 . 1 e 2 . 1 . p + ™ 2 . 2 C 2 . 2 . p + - - - + « « n , j « n . j . n

donde Jf¡j es eQ nivel de actividad del tratamiento plurianual j , en la
subzona t y e¡j,t e* ed volumen de préstamos pendientes de devolución
a eme se llegaría durante ©1 año ís e'n la subzona i al aplicarle el trata-
miento iphirianual /i a nivel unidad (toda la subzona sometida a un mis-
mo tratamiento).

Las variables tüy ,i = 1, 2,... re, j ~ 1. 2,... j , max., están sometidas
a ías restricciones tecnológicas (consumo de agua y demanda-? limitadas) :
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Años Subzonas y tratamientos plurinnuales
Limites
globales

Sub. 1 Sub. 2 Sub. i

' 1 . 1 . 0

" - 3 , 1 . 1

" 1 . 1. 25
b l . 1 . 2 5

1 . 2 . 0

" 1 . 3 . * ,

ftl.a.t,

C l . 2. t.

ü. i . o
C2 . 1 . 0

" 2 . 1, t

"a . i . t.

+

i .
| fc2. 1 . 8 5
I c

2 . 1..2 5

i. 2. 0

«3. a. t,

^ . a . t

| " 2 . 2. 2S

c i - J. o

•'. J . » . i

l. .1.

I ». . J . S 5 ¡
i. .1, 2 0

! " i . J . 2 :
I I

R . i . o' ¡

Ra. t t

V t
R e . /

¡ s
: 3
U. N

'•• ' z

3
1 °
i

B . . 2 8 ¡

R b . 20,'

i 'RC. 2 5.1
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donde bt¡ j , t representa la cuantía del bien o servicio económico limi-

tado Rb. t adscrita el año fs al tratamiento y¡ :

Y a las restricciones expresivas de la presencia de las n ?nbzonas y
de no-negatividad en los niveles tuifi :

tna\

max

ina\

tt-,,,1 + « V •> + • • • + * « V j + ••• + » n , J = J ; W n . j ^ 0 ; j = 1 . 2 , ... j n
n l "

max

Las restricciones tecnológicas correspondientes al vector R deben com-
pletarse con las correspondientes variables de holgura, y las restriccio-
nes de presencia con n variables artificiales, una en cada ernaedón de
presencia.

En resumen se obtiene:
Minimizar el extremo superior de WE con WA = b, W ̂  0.
Interesa detallar, ¡por útlimo, algunas propiedades de los tratamientos

o vectores plurianuales empleados y de las contabilidades económicas
prospectivas que los originan.

1. Cada vector, adscrito a una cierta subzona, se elabora a partir
de dos características fundamentales:

a) Ritmo de las inversiones de transformación hasta alcanzar a lu
inversión de ''pleno desarrollo".

b) Sucesión de cultivos, que finaliza enlazando con los de "pleno
desarrollo".

Las alternativas implican, por lo 'tanto, distintos ritmos de inversión
(se aislan las magnitudes correspondientes en función de nn parámetro
que determina el ritmo) y distintas sucesiones de cultivos ftc agrupan
los cultivos según el decalaje inicial o tiempo coniipi-endido entre la de-
dicación de la tierra y la primera obtención, de rebultados muy varia-
bles de unos cultivos a oíros; por ejemplo: alfalfa, naranjos, etc., supo-
niendo cuotas de cultivos específicos en cada agrupación y percentajes
de actividades "dependientes", tales como otros cultivos con distintos
decalajes, ganadería, etc.).
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• • 1 i

En un. problema distinto es obvio que los tratamientos plurianuales
podrían caracteriz-arse con arreglo a otros criterios de evolución crono-
lógica, »icmpre que dejasen al 'proceso bien aprisionado.

2. La consideración integrada do una subzona, un ritmo de inver-
siones do transformación y una sucesión de cultivos 'permite abrir una
completa contabilidad prospectiva de Jas corrientes cronológicas de ac-
tividades. Se estima así:

«) Consumo de agua en la subzona, año tras año.
b) Consumo de energía, fertilizan tes, equipos de maquinaria, ma-

lerialei de construcción, etc.
c) Producciones anuales por clases de cultivos.
íí) Nivel de capitalización.
e) Evolución financiera, capital circulante y movimiento de prés-

tamos, etc.
Tajes contabilidades proporcionan, consecuentemente, ios elementos

que caracterizan las funcioncs-o'bjetivo y el cuadro de restricciones del
modelo de ¡programación lineal ya expuesto. En nueslro problema no
CJ .provechoso tomar todos .los elementos año a año, bastando con dispo-
ner de indicadores más dispersos. Puede observarse que si fe aumentan
Jas fila? del cuadro de restricciones, permaneciendo invariable o dismi-
nuyendo el número de funciones-objetivo, aumentará la precisión del
vértice óptimo en relación con el problema algebraico y disminuirá la
frecuencia de Jos casos en los que el mínimo del extremo superior es
u}c.anzndo a la vez por más de una función-objetivo; naturalmente que
la precisión del problema real no se ve afectada por estas considera-
ci ornes.

En definitiva, la contabilidad económica prospectiva, necesaria para
determinar los elementos del modelo, debe partir de un:» proyección
cronológica suficientemenT.e enfocada en todo el iproceso evolutivo.

3. La contabilidad prospectiva incluye partidas de actividades ''de-
fienclienles" o complementarias, y en <:onjunto estima la evolución eco-
nómica de toda una subzona.

Partiendo de un número de subzonas suficientemente elevado (divi-
diendo, en su caso, a subzonas honiogé'i-eas {y aumentando convencio-
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nalmente el número de tratamientos en cada una) y disponiendo de una
úpClogía de granjas o empresas agrarias es bien fácil distribuir los re-
sultada globales poT subzonas entre el conjunto poblaciondl de granjas
que se considere según módulos de viabilidad institucional y de explo-
tación; se puede comprobar que se dispondría de sistemas de ecuacio-
nes lineales con muchas más incógnitas que ecuaciones.

4. Se observa en la formulación de este -caso la rigidez total de
cada vector que abarca con elementos no-nulos todo el período evolutivo
de la puesta en riego. Sin duda el modelo sería más flexible si se utili-
zasen vectores del íipo:

o
o

ds

0
0 " s + i

c-íe.

enlazados ipor coeficientes "input-output" negativos de los vectores de
arranque, que desempeñarían el papel de recursos para los vectores de
recepción.

Pero la existencia de alternativas con distintos procesos acumulativos
de inversión y de cultivos con decalajes muy heterogéneos (de seis me-
ses a más de siete años) hace impracticable una selección suficiente-
mente completa de alternativas con tales vectores.

Sin embargo, en problemas más simples cabría dar preferencia a los
vector?.; de encaje ini'.ertetiiiiporal, tales como los descritos en este apar-
tado.

5. La inmunización del extremo superior del conjunto <?e funciones-
objetivo puede adquirir un significado más operativo mcdiaiite una pon-
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aeración cronológica de las magnitudes de préstaiiiós reales, reflejada
en un reajuste de ]os coeficientes ei.i.ts-

En nuestro caso parece razonable rechazar la igualdad entre el techo
de 'préstamos alcanzáble por la zona en los primeros años de )a puesta
en riego y el techo de <prés'.amos en el período cercano a la plena puesta
en explotación, cuando ya se dispone de una elevada corriente de pro-
ductos. POT tanto, procede una ponderación de los coeficientes re-pre-
sentativos, rebajando progresivamente según leyes lineales tales elemen-
tos conforme se avanza en el proceso de evolución.

En otros problema» en los que la minimización no afectase a los
préstatnos del sector privado, sino que, por ejemplo, se relacionase con
los efectos en la balanza de pagos o con €'1 nivel toüal del capital circu-
lante formado con. recursos ajenos, o con el consumo de productos es-
casos (mano de olira especializada, maquinaria, etc.), es verosímil que
tales ponderaciones también serían muy útiles.

MaJrid, 15 de mayo de 1962.

A. LÓPEZ NIETO
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