MINIMIZACION DE LOS VALO-
RES EXTREMOS DE UN CON--
JUNTO DE FUNCIONES LINEALES
SOMETIDAS A UN CONJUNTO DE
DESIGUALDADES LINEALES

Intreaduccion

Se afronté el problema enunciado al elaborar dos modelos de pro-
gramacién de actividades en la zona del proyecto de regadin del Bajo
Ebro, margen derecha (Espaba), extendidas a todo el periodo de su
evolucién: veinticinco afios aproximadamente (1). '

Pese a su origen, el problema desborda los limites de anélisis tan
particular. Por ello lo hemos estudiado sin vincularle a ningin caso
concreto, aunque si dedicando algunos pérrafos a ciertas peculiarida-
des de'eus aplicaciones (2).

Formulacion del probleme

Sea:
fr =w, b,, + w, b, + ... +wyb,,
fo=w; by +w, by + .+ wy by,

fo==16, by +w, by, 4 ..+ w, by,

(1) Forman parte de los estudios realizados sobre ese proyecto por la sociedad
TorinTams, S. L., para la Direccién General de Obras Hidraulicas espafiola, en ¢l
gue se aplican, por primera vez en Espaba, las 1écmicas de la programacion Yineal
a problemas de planificacién de regadios.

(2} F suter agradece a S. Vajda, Head of the Mathematical Group of the Ad-
miralty Research Lzboratory in Teddington (Great Britain), sus observaciones sobre
los epigrafes Formulacion del problema y Rclaciones entre lus soluciones basicas
de un dual siméirico y las soluciones bisicas de un primal simétrico, que permitie-
ron mejorar la redaccion de éstos,
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MINIMIZACION DE LOS VALORES EXTREMOS DE UN CONJUNTO...

el eunjunto de funciones-objetivo cunyos extremos (fmax y fwin) se desca
minimizar (3) y:

a, Wt a, w, + .. e W< ¢y

Qyy Wy @y, Wy + ... -} Gy Wy £ €y

Umy Wy + Gy Wz - ... + Gmg W= Cny
w, >0 w, >0 ... w, >0

’ n ==

el conjunto de restricciones al que se encuentran sometidas las varia-
bles w; y las funciones-objetivo.

Multiplicando por — 1 los dos miembros de las desigualdades tales
como:

a, Wy +a, W, + .. F @ wy £6
qucdan éstas de la forma

g, w &, w, 4 ... e w, C

y llamando
biy byy ... by, A1y oy oo lmy
H— bisb,, ... by, A— Qs Uyy .. Qmy |
bln b2n .. bpn Qy, iy, yin |

W=[w,, w,...w,], C=(c,sCs...Cn]
el problema se expresa matricialmente como sigue:
Minimizar los extremos de WH con WAXC, W>0, n > p:
La minimizacion del extremo inferior (fuin) se reduce entonces a un

problema trivial aunque enojoso: basta resolver a lo sumo p problemas
ordinarios de programacién lineal, uno para cada funcién-objztivo WH; ,

(3) La maximizacién daria lugar a un problema equivalente en un todo.
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i=1, 2, ... p; aquel cuya solucion W dé lugar al valor de su funcidn-
ohjetivo que sea minimo entre los minimos ofrece el resultado buscado.

No ocurre ast con el otro extremo (fn.x) del conjunmto funcional. Es
posible que la minimizacién aislada de cada funcién-objetivo no conduz-
ca a la solucion buscada y ni siquiera a aproximaciones satisfactorias (la
niinimizacién aislada de las funciones-objetivo puede Ilevar a p optimos
de los que ninguno es extremo superior). Pero, ademas, y ello tiene su
importancia, tal manera de proceder no representa ¢l procedimiento mas
idéneo para llegar a los valores extremos.

Como veremos, es preferible un enfoque especifico. Ademas, el en-
foque propuesto sirve también para mejorar el proceso operatoric de 1a
minimizacién del extremo inferior (se emplearian modelos y criterios
de seleccién de vectores completamente semejantes a los expuestos en este
tra:bajo).

Queda en definitiva formulado el siguiente planteamiento:
Minimizar el extrento superior de WH con WA>C, Wx 0, n > p.

Si se utiliza Ja transformacién tipica de un juego en un prohlems de
programacién lineal, el enunciado anterior podria expresarse asi:

Minimizar v

con w0, bwyby, f .. fw. b LY
W, by Fw, by, L wa by Lo

w, by Fw, by, . Fwn b, <o

y WAéC, WéO

aiadiendo p variables de holgura a las p primeras desigualdades se ten-
dria:

Minimizar v

con w, by; v w.b, 4. FwibFu, — o
’11)21 "lj_u'zbz'.!'*'-”‘!" wnbzn +ll2 = v
w, bpy 1w, bpy + ... 4wy by, Fu,=v

y WAXC; WxO0; wuy>0, i==1,2...p
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caquema a pariir del oual si.se resta la primera iguwaldad:de cada una
de las-p —1 eiguientes y se hace b’;; = b;; — b,; obtendriamos:

Minimizar .
w; by w, by 4wy by

con w; b’y wy by 4 A wy By 1, —u, =0
w, by +w, b'py -+ ...+ w, by +u,—u, =

y WASC; W>O0; w; >0, i=1,2...p

que es un problema ordinario de programacién lineal.

El cuadro de restricciones ha sido aumentado respecto a la versién
original en p—1 filas y en p—1 variables de holgura y un vector-co-
lwnna unitario de elementos negativos, lo que ppucde resultar incémodo
cuando la magnitud de p es elevada.

A continuacién efectuamos un nuevo analisis de este problema, en el
(ue se procura hacer minimo el tamaiio del cuadro de restricciones.

Puede observarse que:
Minimizar el extremo superior de WH con WA>C; W>O0yn>p
cquivale a una serie de p problemas duales simétricos simulténcos, todos

ellos con el mismo poliedro convexo representativo de las n + m res-
tricciones de W, cs decir, WAXC; W>0.
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T

RELACIONES ENTRE LAS SOLUCIONES BASICAS DE UN DUAL
SIMETRICO Y LAS SOLUCIONES BASICAS DE UN PRIMAL
SIMETRICO

Consideremos en pariicular uno de esos problemas duales. p. ej.:

(Sl ]
=
(&] [

Minimizar WH, . con WA2.C, W20, H, = ' (1]

bl n

Se demuestra que a este problema le corresponde otro (primal):
Maximizar CX con AX < H,.X> 0, 23

En efecto, aiiadiendo n variables de holgura Y podemos eseribir, cn

lugar del [2]:

X \ X N\ .
Maximizar (C| 0) (“—“ con A — | =H;,X20,Y>0
LY ) Y / D
[3]
 El dua] ordinario de esta ultima formulacién es:
Minimizar WH, con W (A |I) >(C|0)

restricciones que se desdoblan en WA >:C, W0 {4).

(4) Las relaciones entre los problemas primal y dual son suficientes para com-
probar que el problema dual es sensible al cambio de umidades en cada funcién-
objetivo WH,; consecuentemente, la introduccién de fumciones-objetivo combina-
ciones lineales de otras funciones previamenle establecidas aMeraria la minimizacion
del extremo superior.
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En consecuencia, entre [1] y [2] exisien las siguientes relaciones:

1) A toda solucidn basica del primal (n vectores independicntes) lec
orresponde una sclucién basica del dual (r restricciones se transforman
-n igualdades). En total hay (m+?) soluciones basicas para cada uno de
los dos problemas (5).

2) Sélo hay una solucién basica factible del primal que también sea
:olucién basica factible deél dual: el éptimo de ambos. Las restantes so-
luciones basicas factibles del dual s6lo son soluciones basicas del primal
no todos los clementos de X son > 0), y las factibles del primal sélo
:on basicas del dual (no todas las ecuaciones verifican WA > C), es decir,
son vértices del poliedro estrellado que se superpone al convexo.

OBTENCION DE SOLUCIONES BASICAS FACTIBLES EN UN
PROBLEMA DUAL

Conocido un vértice del dual es posible, utilizando procedimientos
-tandard, pasar a otro vértice adyacenle. El problema equivale a pasar
le un punto extremo (factible o nofactible) del primal a otro punto ex-
tremo (factible o no-factible} de dioho primal, conservando las condicio-
nes de factibilidad del dual.

Resolvamos [1] con las técnicas del simplex, o analogas, aftadiéndo-
le las correspondientes variables de exceso y artificiales. El 6ptimo nos
da un vértice del poliedro convexo de las resiricciones. Este éptimo lo
¢s también del primal [3], cuya resolucion puede sustituir a la de [1].
v en cuya tabla final los z; —¢; seran todos > 0, lo que representa la
condicién de factibilidad en el dual: WPy>¢; j=1, 2...m. (6)

Si retiramos un vector de la base del primal ¢ introducimos otro tal
quz todos los nuevos z’;—¢; sean >0, hahremos obtenido otra solucién
hasica fastible del dual, es decir, otro vértice del poliedro convexc.

(5) Todo vértice del poliedro convexo se caracteriza porque las rorrespondien-
tes W, (w, w,...w,) cumplen las m 4 n restricciones con n igualdades y m des-
igualdades.

6) En efecto, emplenn&o notaciones usuales ce tiene WY =C?B-1 y W0 (A | I —
~((‘,{0) =Cct B! (All) —(C | =C'X—-(C{O)=7 ¥ Z> 0 en el miximo
del primal. : l
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El cambio de un vector por otro puede hacerse de mruchas formas.

Como

. o
fy—ecy=z;—c¢;j— —— {3y — ),
Xk

siendo Py el vector que entra en la hase y P, el vector que sale de ella,
para que todo zj—c; >0, siendo z;—c¢; >0 ¥ zx— ¢y =0 es precico
que

Xy, Zy—Cy

)= ——— sea L ————;
Xk Zy — Cx

desde lnego, todas las series del tipo 8; £ 0 cumplen con la desigual-
dad antertor.

Una regla amphlia de seleccion podria ser la siguiente: s¢ toma Py .
vector fuera de la base, de forma que zx — ¢ tenga, relativamente, un
pequefio valor, y Py, vector dentro de la bace, de forma que determine
un x grande respecto a los xy;; se calculan los cocientes:”

Ij—C;
Zx — Ck

y se comprueban las desigualdades

z;— €
)L —-—
Zy — Cx

de ser faverable la comprobacién se habri obtenido, cambiando en la
hase P, por Px, un nuevo vértice del poliedro convexo rvemresentativo
de las restricciones del dual.

Si se eligiera Py con arreglo a un criterio diferencial 1a determiracion
de Py, para que todos los z’;—¢;> 0 no podria ser tan amplia.

Supongamos que, deseando rebajar WH,, elegimos un P, con
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xm‘>" 0; entonces, para que W' H; < WO H, ha de verificarse x, > 0. (7)

A‘U
Siz'j—c;> 0, entonces z; — ¢; > —— (2x — ¢) desiguaidad que con-
Xk
duce,
Zx —— Cx %y —Cy
si 43 >0 7 - = min (————), con 115 >
ik RIY
Lk — Ck Zj— CJ
siox; < 0 « - = cualquier (——————), con x5 > 0
X1k X

Luego debe elegirse Py de forma que:

I — Cx Zj—Cy
————— = min{————), con x;; >0
Xk X1

(T) Debe mercionarse aqui que para una nueva solucién W! del dual se ve-

vifica:
T — €
—-B,

Xk

Wl=w0_—

siendo B, la fila elésima de la matriz B-2, inversa de la base primal, y:

X
1H,

(4]

(zy —ey)

W!'H, = WOH, —

Xk
Si deseéramos que W'H, < W° HJ,.es preciso que:

x
IH,

(z — ) >0
*ik
y como zy —cy > 0, T, ¥ Ak han de ser de igual signo.

Encontraremos lugar de insistir sobre esta tultima condicién (ver demostraciones
en LEmkE, C. E., The Dual Method of Solving the Linear Programming Problem,
Naval- Research Logistics Quarterly, vol. 1, nim. 1, 1954).
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Supongamos, en otro caso, que deseando rebajar WH, se elige un
P, con xm, < 0; entonces, si W' H, < WO H,, ha de verificarse xix < 0.
Para que z'yj—-c; >0 se tendra:

X1

ZJ—CJQ: (Zk'—--ck)
X1k
desigualdad que conduce
Zx — Cx Z5— Ca
stxy <0 a ———— =max{——), con x;; < 0
Xk Xij
Zg — Cx k) _CJ
six; >0 a ————— = cnalguier (——————}, ¢con x; < 0.
' X1k x5

3

Luego debe dlegirse Py de forma que:

Zy — Cx Z2j—Cy
= max (————}, con x;; < 0.
X1k X1j

LOCALIZACION DEL EXTREMO SUPERIOR MINIMO DE UN.CON-
JUNTO DE FUNCIONES LINEALES SOMETIDAS A UN CONJUNTO
DE RESTRICCIONES LINEALES

Volviendo al analisis del problema:
Minimizar el extremo superior de WH, con WAXC, WO y n > p,

tiene el mayor interés cstudiar las posibles limitaciones a la localiza-
cion de ese extremo superior.
En efecto, la metodologia de las soluciones factibles en =l dual:

Minimizar WH, con WA > C, W 0,

solo sera de aplicacién en nuestro caso si el extremo superior minimo
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de WH se ubica en la superficie del poliedro convexo representativo
de las restricciones:

WA>C, W>0

La localizacién en el interior del poliedro anularia toda la poten-
cialidad de los métodos iterativos empleados.

Pues bien, cuando p £ n facilmente se comprueba que los extremos
funcionales deben encontrarse en fla superficie de ese poliedro convexo,

Consideremos un punto cualquier Q (w,, w,,... w,) situado en el
interior del poliedro y sean fiq foq ... foq los valores que toman las p
funciones-objetivo WH en ese punto con f,q el extremo superior de
tales valores. Siempre puede hacerse pasar por Q una trayectoria lineal
donde WH,, WH,, ... WH,_, sean invariantes y donde WH,, tome a un
lado de Q valores sucesivamente mayores a partir de fpq en el punto Q,
y al otro lado de Q valores sucesivamente menores a partir de f,q en
dicho punto.

Tales trayectorias cortan a la superficie del poliedro convexo en
puntos, uno de los cuales necesariamente da lugar a valores de WH,,
WH,, ... WH,_, iguales a los de esas funciones en el punto Q y a un
valor de WH, menor que el que esta funcién toma en ese punto.

Ahora bien, la solucion, aunque tiene que ser encontrada en la su-
perficie del poliedro, puede situarse fuera de sus vériices (soluciones
factibles no-basicas en el dual).

La discusién se realiza a partir de las familias de poligonos hiper-
planos definidos por (8):

WH, =4, WH, <2, WH, <1,
WH, <7, s WHy =2, 5 ... s WH, <2,
WH, <, WH, <), WH, =1,

. o

El poligono de cada familia que, con 1a menor cota posible };, toca
al poliedro convexo origina soluciones factibles. En efecto, los punios
comunes estin en la superficie del poliedro y en el minimo condicionado

(8) El autor expresa su reconocimiento a J. L. Matut Archanco, Ingeniero de
la §. G. T. del Ministerioc de Obras Piblicas, que proporcioné un iutil punto de
vista para el comienzo de esta discusidn.
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de la forma lineal W H; que actia como dominante (W Hi> W H;, j#1i)
en ¢l conjunto W H limitativo de la familia de poligonos considerada.

La solucién se localiza en aquel poligono hiperplano cuya cota X es
la menor enire las p cotas de los poligonos de contacto.

Ocurren dos casos tipicos:

1) El contacto del poligono factible de eota minima y la superficie
del poliedro no incluye puntos del contorno de ese poligono. Entonces
uno de loz vértices del poliedro, por 1o menos, zerd solucién, pudiendo
haber infinitas de éstas. En particular, cuande ¢l contacto se rezliza
a través de un solo punto interior del poligone, la :olucion es tnica y
recac sehre un vértice del poliedro.

2) El contacto del polizono factible de cota minima con el polie-
dro incluye puntos del contorno de aquél. La solucién puede encontrarse
en cualquier region de la superficie del poliedro, incluyendo o no vér-
tices de éste. En general habra infinitas soluciones, y mas de un W H;
tomara ¢l valor de fq...

En el primer caso —peculiaridad desconocida a priori— cabria al-
canzar la solucién minimizando sucesivamente W H; para los distintos
i=12... p,con WA>C, W20, hasta dar con el punto (w, w, ... w,)
de “7H,1 e tal que en ese punto W H‘léWH‘.

m{

Los modelos dual y directo ahora presentados permiten superar ese
esquema de caleulo pedestre por un solo proceso iterativo domde, desde
el primer instante, se rebaja mondtonamente ¢l extremo superior del con-
junto de formas lincales con independencia de la peculiaridad de las
soluciones.

En el segundo caso los métodos iteralivos que se proponen conducen
siempre al vértice éptimo. Es decir, a una selucion exacta cuando la zona
de contacto imcluya algin punto extremo, o a la mejor aproximacién
de vértice cuando no incluya ninguno. Las iteraciones vértice a vértice
se limitan a obtener uno de ellos que, teniendo en cuenta Jos posibles
valores de las funciones W H,, W H, ... W H,.. es el que mas se aproxima
a la solucién ¢ soluciones exactas (el que proporciona un extremo su-
perior de menor valor que los de los restantes vértices. En distintos su-
pucstos de este caso se puede demostrar que la minimizacién aislada de
WH,.WH, .. WH, no detecrmina al vértice optimo. ‘

Cuando el valor de m es elevado, lo que parece propio de ias situa-
ciones en las que cabe aplicar el problema que ahora se investiga, no
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seria extrano que el solo comocimiento del vértice 6ptimo, aun en los
casos -en que éste no represente una solucion exacta, cohnara todas las
necesidades practicas.

En general, se demuestra que la soluciéon exacta puede ser alcanzada
siempre con combinaciones de a lo sumo m +4 p—1 valores no nulos
de 10;.

DETERMINACION DEL VERTICE OPTIMO

En definitiva, el problema puede considerarse resuelio si se ohtiene
el vértice éptimo en un mimero ponderado de iteraciones.
El proceso de resolucién se lHeva a cabo a través de dos fases:

Fase I

Se resuelve la minimizacion de un W H;, con WH > C, WX O, por
los procedimientos usuales: simplex, revised method, product ferm, dual
simplex, etc., bien directamente, bien llevando a cabo la maximizacién

del primal simétrico (9). La funcién conductora W H;  debera elegirse
1

entre el conjunto de funciones-objetivo WH, mas que al azar, por con-
sideraciones aprioristicas o basadas en estudios superficiales.
Dentro del ambito de las soluciones finitas pueden ocurrirv dos casos:

1.° El minimo de W H; , (w°,,... w%,), conduce a una serie de va-
1
lores en WH,, WH, ... WH,, tales que ¢l maximo es precisamente

WH,l ; esc minimo es entonces, evidentemente, €l vértice éptimo.
min.

2.° El minimo de WH, , (w°,,... w°%,), conduce a una serie de va-
1
lores en WH,, WH, ... WH,, tales que el maximo no es W H; 5

1 min.
ge hace preciso pasar a la fase II.

{9) Como el nimero de filas de las tablas operatorias determina ordinariamente
el tamano de los problemas de programacién lineal que pueden ser resueltos con
maquinas electrémicas, una de las dos posibilidades permitird en ocasiones resolver
problemas que con la otra aparecerian como inabordables. En general, se debe elegir
la posibilidad cuyos cilculos vectoriales tengan el menor niimero de filas,
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Fase I1L

Se trata de efectuar iteraciones moviéndose desde un vértice del po.
liedre convexo a otro {de una selucién vectorial basica de los p proble-
mas primal, CX con AX < H, a otra solucion vectorial basica) de for-
ma que €] extremo superior de W H decrezca mondtonamente.

Loz criterios de seleccion de vectores que vamos a proponer se rigen
por los principios fundamentales siguientes:

1.° El primero es optativo y preconiza la extraceion de nn vector P,
de la base y la introduccién en su lugar de otro vector Py, de manera
que, conservandose la factibilidad general, todas las funciones de WH
resulten dizminuidas en relacion con los valores de ellas que implica
Ia base antenior.

2.° El segundo expresa que, si tales cambios no se realizan (10),
procede determinar una mutacidon entre dos vectore:, ano dentro de
la hase y otro fuera de ella, de manera que, conservandose la factibi-
lidad general, el nuevo extremo superior tenga un valor mas reducido
gue el del extremo superior de la precedente iteracion.

El analisis de una iteracién con el método simplex permitira formu-
lar los criterios algebraicos implicados en los principios anteriores,

La 1abla vectorial pucde representarse con las notaciones usuales se-
gin el cuadro siguiente (suponemos que la base unica de los problemas
primal que corrcsponden a los p problemas duales de WH es P, P, ...

P

(10) Por ejemplo, forzosamnte no se realizarian en la iteracién com gue co-
mienza la fase I, ya que WH, min. no puede rebajarse ulteriormente.
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MODELO DUAL

TABLA 1.—ESQUEMAS DE CALCULOS VECTORIALES EN LAS ITERACIONES -

Vectores H Vectores P
Base wo I. ! !
| H, H, H, p, | p, P, | P N
E' . ——
t
Pl—_ wl, ! by, h, by, 1 0 : .0 Ty, okl | *yond
p, 1002 ! h21 k,, . h,, '| 0 1 . 0 X, gy I %, im
| |
| | | | |
P, .wOn : h.“J /1"2 . | hnp . 0 ' 0 : . 1 Xn, n+1 . \ *n, n+m
| i I ' !
WHy Z: WH, | WH, \ WH, | 0 0 \ 0 1 2 | : Znim
| ! | :
donde para abreviar:
hiy =z , 25 =z —¢;
i
y donde se ha de verificar:
2 — Cx hll

—Z

Z==(z"y, 2% ... 2] 20, W =W — B, WH =WH, -

iy Tik

""OLNACNOD N0 3 SOWHYLXI SHYOTVA SOT IA NOIOVZIWINIDN
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deduciéndose que, como se ha operado con n variables de holgura vec-
torialmente distintas (cada una actiia a p niveles diferentes, nimero de
los problemas primal que realmente se plantean) la tabla ofrece siempre
las columnas de B, matriz inversa de la base de cada iteracién.

CRITERIOS DE SELECCION VECTORIAL

a) Reglas correspondienies al principio 1) de la fase IL.

Es faocil observar, en lo que se refiere al principio 1), que la dismi-
nucién sistematica de todas las funciones-objetive WH; en una iteracién
exige el mantenimiento de la correspondencia

x>0 ——-— h; >0
Xk <0 ———— h), <0

para todas las i — 1,2 ... p. (11).

Basta, pues, fijarse en las posibles filas h;, i==1, 2... p, cuyos
olementos tengan todos el mismo signo. La existencia de estas series
scnala la oportunidad de aplicar el principio 1).

Una cualquiera de ellas implica un posible vector P, a salir de la
hase. El vector a cntrar en la basc es preciso que se delermine respetan-
do la factibilidad general senalada por el vector Z> 0.

En consecuencia, conocidas la fila 1 y el signo de las h ; debe ele-
girse como Py el vector que verifique:

. N
2y . z;
—— = min (
Eor

X

)

x]j

con x; >0, zsi el signo de h;;., =1, 2...pes .,y
#* *
Zy z_j
= max (
Xy Xy

)
con x,; < 0, si el signo de k), 1=1,2...p es —(12).

(11) Repaseze la nota (7).
(12)  Apliquense los razonamientos del epigrafe Obtencidn de soluciones bdsicas
factibles en un problema dual.
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Determinados P\ y P es inmediato el calculo de la nueva tabls (ma-
trices HX y vectores-fila WH y Z).

b) Reglas correspondientes al principio 2} de la fase II.

Disponiendo de WH; wax, p. ¢j.: WHy, queda determinada la expre-
si6on vectorial de H, en funcién de la base P, P, ... P, .

En esta columna de Hy elegimos el elemento | hin | max. que localiza
un posible vector a salir de la base P,.

Para ese veotor se obtienc Py, vector a entrar en la base, tal que se
conserve la factibilidad general Z> 0, esto es: '

* -

. - %K . 2y
si by >0, = min ( }, con xy; >0

Xk X1

* L

. 2y zj
si him < 0, = max ( }, con x; <0

Xk Xij

A continuacién es preciso contrastar la rebaja del fmax ., extremo su-
perior del conjunte funcienal, en la iteracién planteada.

Si denominamos A,m, A;n Al: a las diferencias de los valores de las
funciones-objetivo WH, WH, ... WH, respecto al valor maximo, WHy
de pariida, se ha de verificar:
hyy

ik

NP Lz, i=1,2..p (5]

* ’ .
Como los z4 son positivos o nules y x;x tiene signo y magnitud cono-

hll

Xk

cidos, sélo hay que tantear los cocientes

negativos.

Si no se cumple la desigualdad [5] para i =1, 2... p, cabe partir
de otre vector, p. ej.: Py con |[him| < Jhin| max y [P ] > Rjm? 5 P 1.

Fl proceso ordenado en sus sucesivas etapas con los numeros 1, 2, 3,
4, 5, se sintetiza en el diagrama siguiente:
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] ]
1), A J
+ factibilidad
:‘

para la fila 1

FINAL DE LAS ITERACIONES

El vértice éptimo habra sido alcanzado cuando:
1) No se pueda disminuir el valor del extremo superior (fmax) de
la precedente iteracién, es deeir, cuando no existan B y 2, del mismo

signo en toda la tabla (es preciso, para tal dizminucién, que se verifique:

hiw

> 0)

Xk

' Ay .
2) No se cumplan todas las desigualdades Ay £ ! z:, i=1,2...p

Xk
para mingun P;,l=1,2...n, (contraste de la: situaciomes extremas en
que hy, ¥ xx tienen signos distintos).

Los casos 1) y 2) estudiados en el epigrafe “Localizacién del extre-
mo superior minimo de nn conjunto de funciones lineales sometidas
a un conjunio de restricciones lineales” se rcflejan al fina] de las itera-

ciones de la forma siguiente:
Caso 1) Se obtiene siempre una solucion exacta, destacandose por-
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que en la ultima iteracion la funcién conductora WH, no pueds ser
rebajada ulteriormente.

Caso 2) Supuestos de soluciones exactas (que incluyen vértices).

a) No se puede rebajar ulteriormente el valor de la funcién con-
ductora WH, (el vértice éptimo es el de la minimizacién aislada de esta
formra lineal).

b) Se puede rchajar ulteriormente el valor de la funcién condue-
tora WH,,, pero a costa de pasar a otra forma conductora con un ex-
tremo superior mas elevado.

(En el supuesto b), el valor final del extremo superior es alcanzado
a la véz por més dc una funcién-objetivo, lo que también es posible en
el supuesto @).)

Caso 2) Supuesto de soluciones aproximadas (que no incluyen vér-
tices). En la ultima iteracién se puede rebajar el valor de la WH,, pre-
cedente, pero a costa de elevar ¢l valor de fmax por medio de otra for-
ma lineal (generalmente los valores tomados en el véiicec optimo por
las p funciones-objetivo seran diferentes unos de¢ otros).

El nimero dc iteraciones en la que hemos llamado fase Il es del
mismo orden de magnitud que en los problemas ordinarios, superando
en ppromedio al de estos 1ltimos tanto mas cuantos mas cambios de fun-
cién conductora WH,, se realicen; la cercania del vértice 6ptimo al mi-
nimo de la funcién tratada en la fase I se traduce en un efecto de signo
contrario al anterior,

UTILIZACION DEL REVISED SI_MPLEX METHOD

Repasemos la informacidn necesaria para llevar a cabo las reglas
del principio 2.°. Es preciso disponer (véase diagrama anterior

1) De la seric de valores de WH.
2) De los elementos hiy de la columna 1.
3) De los elementos x;; de la fila 2.

#

4) De los elementos , con x); del mismo signo que hyn.

x
Todo el calculo puede realizarse a partir del solo conocimiento de la
matriz B-! ampliada, matriz U, propia de cada iteracién, y de la ini-
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ciat A ampliada. Por tanto, pueden emplearse el Revised Simpléx Me-
thod, o su variante la Product Form of the Inverse (13). '

INTERPRETACION DEL PROBLEMA COMO UNA OPTIMIZACION
DIRECTA

Al estudiar la fase I de la determinacién del vértice 6ptimo se hizo
referencia a las dos posibilidades de resolver tal fase: bien directamente,
bien tomandola como un dual. En ambos casos se obtenia da minimiza-

cion de W Hi](w: wy ... wY), vértice del poliedro de restricciones que
sc suponia, cuande menos, una primera aproximacion al vértice optimo.

Sin embargo, 1a fase 1I se estudié considerando solamente al proble-
ma dado como una serie de duales —es indudable que csto da Jugar
a la versién geométrica mas natural— apoyindonos en los primal de
estos duales para realizar las sucesivas iteraciones. Obteniamos 2si calcu-
los de n 41 filas (ver tabla I), y criterios de seleccion especificos de
ta} planteamiento.

Tiene interés desarvollar el problema interpretandolo en su formu.
lacion directa, con ¢l mismo conjunto de restriceiones. Si eso e= posible,
nos conducira a caleulos vectoriales de m 4 p filas (14), tal vez mas
adaptados a las peculiaridades de las maquinas clectrénicas y, en ge-
neral, a un proceso mas sencillo.

Es preciso demaostrar previamente que abordando el prchlema ge-
neral dircctamente, las soluciones hasicas factibles de esta seric corres-
ponden a soluciones Dbasicas factibles de la interpretacién dual (es de-
cir, a vértices del poliedro convexo) y reciprocamente.

(13) Ver Orcuarn-Hays, W., Background, Development and Extensions of the
Revised Simplex Method, RAND Report RM-1433, The RAND Corporation, Santa
Ménica, California, 1954; Danvzic, G. B., Computational Algorithm of the Revised
Simplex Method, RAND Report RM 1266, The RAND Corporation, Santa Ménica,
California, 1953.

FEn general, debe emplearse el Revised Simplex Method cuando e! nimero de
columnas de las tablas vecloriales es superior o ignal a tres veces c/ nimero de
filas.

{14) Esto -puede ser importante cuando m < n; ver nota (9).
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Examinemos las formulaciones extendidas de tales ‘interpretaciones
al caso de una sola funcién-objetivo. Minimizar W b sometido a W A > C,
W > O pasa a ser:

Interpretacion directa
Minimizar w, b; + w, b, + ... 4- 10, by,

con

| !

e
Uyy by, ... Uyy: w, . l cy,
i .
gy oy .. Uop' . W, | SCy
' ! . ' .
. DN, w0 =12 e (6]
.i ! 1 :
i S
| . .o
I ' | |
i (my Gy Unn | Wy . Cm
i —i o N
Interpretacion dual
Minimizar w, b, -+ w, b, + ... w, b,
|
| Gy Oy, Any
a,,a «
con. {w, w, ... w,} 12 Tez ™2t > fe,0, . €m),
| Uy Qo ... Oy
w0, i=1,2...n [7]

La resolucion de [6] imwplica:

@) Que las restricciones se han transformado, multiplicando si es

necesario por -—1 a algunas de ellas, de manera que todos los ¢;>0.

b) Que se aitaden n variables de¢ holgura (desigualdales <) y de

exceso (desigualdades>).
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Dejando a un lado las variables artificiales que correspondan a las
variables de exceso y que se utilizan en una etapa especial de las itera.
cione:, la interpretacién directa pasa a ser expresada por medio de las
siguientes férmulas (15).

Minimizar w, b, +w, b, + ... + w, b,

con R o . = ) (8]

|7 |
w0, i=L2.n; y;x0, j=12..m,

donde los y; son las variables de holgura v de exceso.

Pucden compararse ahora con teda precisién una solucién hasica fac-
tible dc la interpretacién directa con una solucién hasica factible de la
interpretacion dual.

En el primer caso —véaze [8]— esas soluciones estan formadas
por m valores de las n 4 m variables; w, w0, ... 0,5y, ¥, ... ¥m. distintos
de cero (soluciones no-degeneradas) y por n valores de las n 4+m varia-
bles anteriores iguales a cero. Los valores no-nulos verifican las m igual-
dades

. w
‘D) (—) =C
(A'D) () =C

y m designaldades de las m+n, W >0, Y>O; y los nulos las n res-
tantes restricciones anteriores, evidentemente conio igualdades.

(15) Suponemos una sucesién arbitraria de signos + — en los valores primitivos
de ¢;,, i=12.. m
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Si particularizamos el mimero de variables de holgura y de exceso
no-nulas haciéndolo igual a r(r < m), se tienen:

m —r valores de w, w, ... w, no-nulos (solucién no-degenerada).

r valores de ¥, ¥, ... ¥u no-nulos.

Volviendo a [6] —formulacién sin variables de holgura ni de exce-
so— se verificaran como igualdades m —r ecuaciones de las A’ W'> C
y n—m - r ecuaciones de las n W’ O, Las restantes restricciones se
verifican como desigualdades.

Consideremos ol dual —véase [7]—. Las soluciones hasicas factibles
estan formadas por n valores de las variables w, w, ... w, que satisfacen
las m - n restricciones verificando n ignaldades y m designaldades.

Supéngase ahora una solucién concreta con m-—r valores no-nulos
de las variables w, w, ... w,. Entonces se verifican como igualdades m —r
ecuaciones de las m WAXCy n—m - r ecuaciones de lasn W <0
Las restantes m restricciones se verifican como desigualdades.

Habida cuenta de la absoluta identidad de las restricciones en los dos
casos, cualquier solucién basica factible de uno lo sera también en el
otro. Es decir, las dos interpretaciones dan lugar a las mismas soluciones
basicas factibles, w, w, ... wy.

Esta propiedad sec generaliza inmediatamente a la minimizacion del
extremo superior de un conjunto de funciones lineales sometidas a un
conjunto de restricciones lineales. Basta comparar los problemas sim-
ples determinados por cada funcién lincal.

ITERACIONES EN EL MODELO DIRECTO
La minimizacién a desarrollar es la de:
Min. HW con AW>C, W>0

Completando esas férmulas con variables de holgura, de exceso y
artificiales puede pasarse al proceso operatorio.

En este modelo la fase I no debe prolongarse hasta la obtencién del
minimo de una de las funciones-objetivo. Se limita exclusivamente a
obtener una solucién basica-factible para el problema (base con W' 0)
en cuyo momento debe comenzar la fase II.
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La tabla de los clemcntos vectoriales en una iteracién se incluye
seguidamente, suponiendo que la base unica esta formada por los vec.
tores P,, P, ... P, ahora de m elementos.

MODELO DIRECTO

TFasra I1.—~ESOUEMA DE CALCULOS VECTORIALES EN LAS ITERACIONES

! Vectores P
i Base w!'.o0 '!_ ] _1 ” ! T
I P, Pz e P i Pm-.z } Poin
| H ! —_—
| i |
o
1 P, 0, ! I 0 ‘ . 0 . [ % omin
|
2 1 P )’g | 0 1 0 Xy, mit - %y, min
. |
i . .
o .
m P, W 0 . 0 . 1 ‘ Cm, iy . *m, m+n
] | .
Hl“ : U 0 . ° 0 %1 ma : 2y, min
i : ) *
}I W 0 ' 0 - 0 : 22’ mi - z2,m:l’l
1 | :
h b - , . .
- | -
j IR
R B . .
w,awlo o o e e ma

*
donde z:; = z;; — b;; , verificandose ademas:

0
wj

Wl = [1v°,w°...w°]é0, Wl —=W,.0 _ X..
1 2 n

X1k
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w

H,.we = HL W —

Xk

Teniendo cn cuenta las variables de holgura y de exceso iwcluidas en
el problema- la tabla ofrece con facilidad las colummnas de B-'» matriz
inversa de la basc en cada iteracién.

CRITERIOS DE SELECCION VECTORIAL

Son de aplicacién en este modelo los mismos principios y enfoques
de la interpretacién dual- por lo que escribiremos:

a) Reglas correspondientes al principio 1) de la fase 1l

La disminucién general de todas las funciones-objetivo H'; W',
t=1,2 ... p, mediante el camhio en una cierta iteracion, del vector P,
identro de¢ la base) por el vector Py (fuera de la base), implica los si-
guientes requisitos:

0 . ..
1} Como w; >0, w' >0 (clementos ele-ésimos de la base amtes y

después de la iteracion) y w'y =

, necesariamente se ha de verifi-

Xix
car x1x > 0.
2) Como
.ol ’ ‘0 Wy«
H. W '=H,W">"— Zixl.t==1,2..p
RAEN

para (ue

H,¥V'NH, W.°

3
es preciso que, adicionalmente a 1), 2 > 0.

En consecuencia, las reglas de seleccion pueden expresarse asi:

1) Se locahza el vector Py por aucdio del hallazgo, en la tabla, de
una columna

zl.ké(), i=1,2...p
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2)  Se localiza el vector P, de forma que
) 0
w, .w
. = min scon xy >0,
Xk Xik

(regla ordimaria del simplex mecthod).

Dizponiendo de Py y P, es inmediato el calculo de la nueva tabla (vec.
tores-columma W', H'y W', matriz X}, por medic de las usanales for-
mulas de traosformacién:

.o x5
Xijj — Xjj —

xix . y complementarias,
Xix

b) Reglas correspondientes al principio 2) de la fase 1I.

La tabla de partida sefiala e] H', W max, p. ¢j., H'n W’, que va

la funcién condudiora en la iteracién; los pasos son Jos siguientes:

a

« Ser

#* 1]
1)  Sc elige Py como el vector cuyo zZmx — zm; max > 0.

2) Se elige P, como €l vector, tal que
0
wy .
— min s Xig > 0.
A1k Tik
3)

Se determinan las diferencias entre el valor de cada funcién-

objetivo H', W' v el de H', W’ que, conservando las notaciones del mo-
delo dual, seran:

o m m
Ay Ay ... Ap
4) Por los mismos motives que entonces se ha de verificar:

0
W ]

AL L zi, i=1,2..p (9]

Zix

o
wy

y como > 0 basta comprobar la desigualdad anterior para los
Xk

2 < 0.
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L ]
5) Si no se cumple [9] se elige Py, vector cuyo zm\', verifica:

/',/‘.’, 0‘ P g
0 < 20 £ Znx § Zmk’ > Zmj . J K.

Graiicamente, los pasos st sinletizan en el diagrama adjunto.

{
VL !
@ : L T, Xk >0
B X o X
-_____%____ _____ 3__ - _(’bx;___‘ ______ L
| |
{ s R
' [
H'W yA '
| el e
—_—— —_—- —_ g = - — - > ————-lg)-—_— - - - P m - - —
1 fem @ ok = 2, mex>o ~

OBSERVACIONES FINALES SOBRE LA INTERPRETACION
DIRECTA

El final de las iteraciones con esta interpretacién tiene lugar en la
misma forma que con el dual. Basta parafrasear, adaptindolos, los pa-
rrafos que sobre ese final incluimos en el epigrafe correspoadiente.

En cuanto al empleo del revised simplex method, se trata ahors de
su utilizacién mas normal, por lo que no insistiremos sobre }a misme.

COMPARACION DE LOS CUADROS DE CALCULO EN LAS
~ DISTINTAS POSIBILIDADES
Dejando a un lado los variables artificiales, se observa facilmente
que:
a) la reduccion del problema al clisico de la programacién lineal
{una funcion-objetivo) conduce a un esquema de m 4 p filas y m +-n
= p + 1 columnas; -
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b) la resolucion del prob‘lema por el modelo dual precisa de un
esquema con m +n <+ p 41 columnas y n + 1 filas;

¢) la resolucion del problema por el llamado modelo directo im-
plica un esquema de m + p filas y m 4+ n + 1 columnas.
Po: tanto, los procedimientos desarrollados en este trabaje :élo tie.

nen interés cuando p es grande reapecto a m.

ANEJO

Se exponc en este lugar la estructura de un modelo de pianificacién
de regadios que pucde resolverse segin el método investigado y que
ilustira sobre algunas de las condiciones de aplicacion de este iiltimo.

El modelo se planteé como guia indirecta para las actividades de la
zona de riegos del Bajo Ebro, margen derecha (Espaia), de forma que,
dividida el area de cultivos en nuinerosas subzonas, de caracteristicas
homog¢neas en cuanto a clase de suelo y fecha de 1a puesta en riego,

1) se alcanzase en una de Jas subzonas, y como maximc en el vigé-
simoquinto afio a partir de la fecha de comienzo de las obras, el nivel
de inversion previsto como de “pleno desarrollo”;

2) la distribucién de cultivos fuese, lo mas tarde en el afio vigé:
simoquinto a partir de la fecha de comienzo de las obras, la conside-

rada e¢n la programacién a largo plazo como de “pleno desarrollo™;

3} se minmimizase el valor maximo del total de los préstamosz del
sector privado a la zona, pendientes de reintegro en el periodo de evo-
lucién -del regadio (la financiaciéon del sector piblico y del exterior estan
fijados en cuantia y distribucion, asi como el régimen de su amorli-
zacién).

Tales objetivos, que incluyen la influencia de las limitaciones finan-
cicras en la actividad de los regantes, han de provocar algunas distor-
siones en las magnitudes del plan con el que s¢ conseguiria un desarro-
llo equilibrado 6ptimo en la zona, por lo que se consideré importante
determinar agquéllas en un estudio detallado.
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La expresion algebraica del modelo es la siguiente:

Hallar el extremo superior minimio de

;1100 Y w € .+ .. Fwyie 0 FWas €35, 40 Wn §Crjq ..
w1 '31.1‘ts + 1w, s ‘31.'.:.15 4wy ‘«’2.1.'.,5 —+ w, , ‘32‘2‘15 4- -k Wy g '—’u,j,ts‘*“
W, 1% TWia€apt . FWayCip T Was Coppt .. wojen ot ...

donde 1v;; es el nivel de actividad del tratamiento plurianual j; en la
subzona i y e, jtg €8 el volumen de préstamos pendientes de devolucién
a que ce llegaria durante el afio ¢ en la subzona i al aplicarle el trata-
miento plurianual j; a nivel unidad (toda la subzona sometida a un is-
mo tratamiento),

Las variables wi;,i=1,2,...n,j=1.2,... j, max., estan sometidas
a las restricciones tecnoldgicas (consumo de agua y demandu: limitadas) :
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donde b, ; . representa la cuantia de) bien o servicio econémico limi-
tado Ry, tg adscrita el afio tg al tratamiento j; :

Y a las restricoiones expresivas de la presencia de las n snbzonas y
de no-negatividad en los niveles w;_ ; :

w1 bW+ = w20 j=1,2,.. jm
Wy 1 FWa o A W A W, = Liw, ;=0 j=1,2,.. j,™
wip twis o Fw g+ twy =1 wi =0 j=1,2,.. jim

Las restricciones tecnolégicas correspondientes al vector R deben com-
pletarse con las correspondientes variables de holgura, y las restriceio-
nes de presencia con n variables artificiales, una en cada ermacién de
presendia.

En resumen se obtiene:

Minimizar el extremo superior de WE con WA =b, W 0.

Interesa detallar, por ¥liimo, algunas propiedades de los tratamientos
o vectores plurianuales empleados y de las contabilidades econémicas
prospectivas que los originan.

1. Cada vector, adscrito a una cierta subzona, se clabnra a partir
de dos caracteristicas fundamentales:

«) Ritmo de las inversiones de transformacién hasta alcanzar a la
inversién de “pleno desarrollo”.

b) Sucesion de cultivos, que finaliza enlazando con los de “pleno
desarrello”.

Las alternativas implican, por lo tanto, distintos ritmos de inversion
{se aislun las magnitudes correspondientes en funcién de zn parametro
que dctermina el ritmo) y distintas sucesiones de cultivos (zc agrupan
los cultivos segiin el decalaje inicial o tiempo comprendido cnire la de-
dicacién de la tierra y la primera obtencién, de resultados inuy varia-
bles de unos cultivos a olres; por ejemplo: alfalfa, naranjos, etc., supo-
nicndo cuotas dc cultivos especificos en cada agrupacién y percentajes
de actividades “dependicntes”, tales como otros cultivos con distintos
decalajes, ganaderia; etc.).
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PN . ) 4 N

- En un problema distinto es obvio que los tratamientos plurianuales
podrian caracterizarse con arreglo a otros criterios de evolucién crono-
logica, sicmpre que dejasen al proceso bien aprisionado.

2. La consideracién integrada de una subzona, un ritmo de inver-
siones de transformacién y una sucesién de cultivos permite abrir una
conipieta contabilidad prospectiva de las corrientes cronolégicas de ac-
tividade:. Se estima asi:

«) Consumo de agua en la subzona, afio tras ailo.

b) Consumo de energia, fertilizantes, equipos de maquinaria, ma-
teriale; de constraccién, ete.

¢} Producciones anuales por clases de cultivos.

d) Nivel de capitalizacién.

e) Evolucién financiera, capital circulante y movimiento de prés-
tlamos, ete.

Tales contabilidades proporcionan, consecuentemente, los clementos
¢, 5,1 5 b c e
s Llotg Litg o L3t

que caracterizan las funciones-gbjetivo y el cuadro de restricciones del
modelo de programacién lineal ya expuesto. En nuestro problema no
cs provechose tomar todos los elementos afio a afo, hastands con dispo-
ner de indicadores mas dispersos. Pucde observarse que si re aumenian
Jas fila: del cuadro de restricciones, permancciendo invariable o dismi-
nuyendo el ndimero de funciones-objetivo, aumentara la precision del
vértice Gptimo en relacién con el problema alzcbraico y dizminuira la
frecuencia de los casos en los que el minimo del extremo superior cs
aleanzudo a la vez por méas de una funcion-ohjetivo; naturalmente que
Ja precision del problema rcal no se ve afectada por estas considera-
ciones, .

En definitiva, la contabilidad econdmiea prospectiva, necesaria para
determinar los ¢lementos del modelo, dehe partir de una proyeccion
cronolggica suficientemente enfocada en todo el proceso cvalutivo.

3. Lu comtabilidad prospcctiva incluye partidas de actividades “de-
pendientes” o complementarias, y en conjunto estima la ~volucién eco-
némica de toda una subzona.

Paitiendo de un mimero de subzonas suficientemente elevado {divi-
diendo, en su caso, a subzonas homogéneas {:) aumentando convencio-
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nalmente el mimero de tratamientos en cada una) y disponiendo dc una
tipologia de granjas o empresas agrarias es bien facil distribuir los re-
sultadee glohales por subzonas entre el conjunto poblacions! de granjas
que s¢ considere segin moédulos de viabilidad institucional y de explo-
tacién; sc puede comprobar que se dispondria de sistemas de ecuacio-
nes lineales con muchas mas incégnitas que ecuaciones.

4. Se observa en la formulacién de este caso la rigidez total de
cada vactor que abarca con elementos no-nulos todo el periodo evolutivo
de la puesta en riego. Sin duda el modelo seria mas flexible ¢i se utili-

zasen vectores del tipo:

_ _ |_ —
d, 0
d, 0
ds 0 cle.
! 0 : ds+l
0 ds+i+1 -
0 d,

cnlazados por coeficientes “input-output” negativos de los vectores dc
arranque, que desempeiiarian el papel de recursos para los vectores de
recepeidn. '

Pero la existencia de alternativas con distintos procesos acumulativos
de inversion y de culiivos con decalajes muy heterogéneos (de scis me-
ses a mas de sietec afios) hace impracticable una seleccion suficiente-
mente completa de alternativas con tales vectores.

Sin embargo, en problemas mas simples cabria dar prefcrencia a los
vectore: de encaje iniertemporal, tales como los descritos <n este apar-
tado.

5. La minimizacién del extremo superior del conjunto de¢ funciones-
objetivo puede adquirir un significado mas operativo mediaunte una pon-
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deracién cronolégica ‘de las magnitudes de préstamhos reales. reflejada
en un reajuste de los coeficientes €.t - . ' ‘ _

En nuestro caso parece razonable rechazar la igualdad entie el techo
de préstamos alcanzable por la zona en los primeros aifios de la puesta
en rievo v el techo de présiamos en el periodo cercano a la plema puesta
en explotacién, cuando ya se dispone de una clevada corriente de pro-
ductos. Por tanto, procede una ponderacién de los coeficientes repre-
sentativos, rebajando progresivamente scgin leyes lineales tales elemen-
tos conforme se avanza en el procese de evolucién. '

En otros problemas en los que la minimizacién no afectase a los
préstamos del sector privade, sino que, por ejemplo, se relacionase con
los efcctos en la balanza de pagos o con el nivel toial del capital circw-
lante formado eon recurses ajenos, o con ¢l consumo de prcductos es-
casos (mane de ohra especializada, maquinaria, etc.}, es verosimil que
tales punderaciones también serian muy nitiles.

Maltrid, 15 de mayvo de 1962.

A. LOPEZ NIETO
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