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1. Las controversias acerca de la teoria de la distribucién de la renta
se derivan de concepciones diferentes de la Economia politica y, también,
de prejuicios ideoldgicos (*).

Sin embargo, el argumento expuesto en este ensayo es bdsicamente
matematico, y se refiere a un fallo en la estructura légica y en el sistema
deductivo de la teoria neoclasica de la productividad marginal.

El nicleo del argumento establece la diferencia entre productividad
marginal fisica de un «input» y productividad marginal del capital (1).

Es correcto matemdticamente considerar que la primera derivada par-
cial de una funcién de produccién es igual a la-productividad marginal
fisica de un «input», pero no parece correcta la igualdad entre la primera
derivada parcial de una funcién de produccién y la tasa de interés o pro-
ductividad marginal del capital.

La correccién de este fallo matemdtico del marginalismo neoclésico,
lleva a la teoria de la distribucién de la renta hacia una formulacién mate-
mética neo-ricardiana.

2. El primer objetivo del argumento consiste en establecer que la pro-
ductividad marginal fisica de los «inputs» (PMF) es un concepto distinto
al de productividad marginal del capital (PMK).

Para fijar esta diferencia, se parte del problema cldsico de la maximi-
zacién del beneficio en una empresa (2).

(*) Estoy en deuda con José Luis Sureda y José Maria Bricall por los
conocimientos que me han transmitido en varios de los aspectos de la teorfa
del equilibrio y la distribuciéon de la renta, que se comentan en este ensayo.

(1) Joan Robinson formula una distincién analoga en términos de capital
en lugar de productividad marginal. Robinson culpa al marginalismo de
confundir el capital fisico (inputs) con el capital financiero. Ver RoBINSON, J.
[13], paragrafo 2, pag. 105.

(2) Las condiciones completas de maximo se establecen en SAMUEL-
soN, P. A, [16], Apéndice matemdtico A. En el capitulo IV se establecen las
condiciones de equilibrio de la empresa.

Para el caso que la demanda de un «input» sea cero, se establecen con
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Una empresa dispone de una cantidad de dinero, M, para gastar en la
adquisicion de dos «inputs», trabajo, L, e «input», x, cuyos precios de
equilibrio de mercado a largo plazo son w, P.. Con estos «inputs» produce
un produtco, Q, cuyo precio de mercado es Pq.

Dada una funcién de produccion Q = F (x, L) continua y dos veces
diferenciable, con rendimientos constantes a escala, la empresa identifica
las cantidades de «inputs», xm, Lm, que producen el producto Qm, que
maximiza el beneficio.

Una de las condiciones matematicas de maximo (3), que es especial-
mente relevante para esta argumentacion, es:

Q' = )‘Px
Q’L = )‘W

Q’x, Q'c son las primeras derivadas de la funcién de produccién y * es
la productividad marginal del dinero.

3. Para confirmar que las derivadas parciales Q'., Q'L son las produc-
tividades marginales fisicas ligadas a los «inputs» Xm, Lm, las derivadas
parciales se escriben de forma explicita:

de . dQL

Q’x = lim Q'L = lim

dx

Las condiciones de los limites son:

Para Q’:: lim dx = lim X-Xxn = 0; lim dQ: = lim Q-Qm = 0; L = L.
Para Q't: limdL = lim L-L, = 0; lim dQ. = lim Q-Qmn = 0; X = Xm.

Estas condiciones de los limites definen a dx, dL, como las cantidades
marginales finales (4) asociadas con los «inputs» Xm, Lm. Los valores dQ,,
dQ. son los incrementos de producto debidos al uso adicional de dx, dL,
en el entorno de Q.

c[l_;ciones especiales (condiciones de Khun-Tucker). Ver INTRILIGATOR, M. D.
1, 42

(3) Esta ‘condicién se establece también como la lgualdad de las produc-
tividades marginales ponderadas, como Q' /P, = Q' =

(4) Los limites existen a la derecha y a la lzquierda de (x,, L, Q.).
1f>.erol s6lo son significativos cuando se definen como cantidades marginales
inales.
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Cada cantidad marginal final dx, dL esid asociada con una producti-
vidad marginal fisica relativa (5) de la siguiente forma (6):
dQ. dQ.

dL —>
dx dL

dx ——>

Las cantidades marginales fisicas dx. dL, estan asociadas con un pro-
ducto fisico adicional, dQ., dQ.. que dividido por el valor de las cantida-
des marginales finales y cuando éstas tienden a cero, generan las derivadas
parciales Q'\, Q', de la funcidn de produccion.

4. Para proporcionar valores numéricos a Q’\, Q’., es conveniente
establecer que, para un mercado perfecto en equilibrio a largo plazo, la
inversa de la productividad marginal del dinero es el precio «sombra» Pq,
del producto, Q (7). En simbolos:

En consecuencia, los valores numéricos de las derivadas parciales Q',
Q'L pueden determinarse a partir de los precios de mercado, en equilibrio
a largo plazo.

de Px . dQL w
dx Po dL Po

(5) La productividad marginal absoluta (o austriaca) asocia a cada can-
tidad marginal final dx, dL el incremento fisico de producto dQ,, dQ,.

Como los limites de dx, dL, dQ,, dQ, son iguales a cero, las productivida-

des marginales fisicas absolutas desaparecen en el limite.

Los limites de las razones dQ /dx y dQ,/dL (derivadas) pueden ser, y gene-
ralmente son, distintos de cero, aunque dx, dL, dQ,, dQ, tengan cero como
limite.

Este es un problema general de calculo diferencial. Ver Boyer, C. (2],
pagina 269.

(6) La omison deliberada del simbolo «limite» (lim.) cambia las canti-
dades marginales y las productividades marginales, que pasan de ser varia-
bles a ser constiantes «pequefas». En este caso, la igualdad Q', = dQ,/dx y

la igualdad dQ,/dL = Q’_ son sé6lo aproximadas.

(7) 4 es el precio «<sombra» del producto Q, asociado con la restriccién M,
o cantidad de dinero disponible para la produccién. Un incremento de esta
cantidad de dinero AM, incrementa el producto en (AM.

Un incremento de una unidad de dinero, AM = 1, permite un incremento
de la produccion de 4 unidades de Q.

Por tanto, una cantidad de dinero igual a 1/( permite incrementar la
produccion en una unidad de Q, cuyo precio es P,. Se sigue que 1/4 = P,

Sobre el significado de los multiplicadores de Lagrange y los «precios som-
bra», véase: HEeaL, G. M. [6], Apéndice A.7, e INTRILIGATOR, M. D. {7], 3.3 y 44.
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5. Los valores numéricos establecidos para Q'.. Q'L permiten deducir
las siguientes igualdades:

dr = dQ.Py — dxP, = 0
dr = dOl,PQ—dL w =20

Estas dos expresiones reflejan que el beneficio marginal asociado con
las cantidades marginales finales dx, dL. es igual a la diferencia entre el
ingreso marginal dQ.Po. dQ.Py, y los respectivos costes marginales dx - P.,
dL - w (8).

Estas diferencias, que son cero en una economia competitiva a largo
plazo, son la productividad marginal del capital (PMK), ya que represenian
el incremento de beneficio derivado del uso adicional de las cantidades
marginales finales dx, dL.

La productividad marginal del capital en competencia perfecta a largo
plazo es, pues, cero.

En consecuencia, la productividad marginal del capital no es igual al
valor de las primeras derivadas parciales de la funcién de produccién.

Q= Sdr=0 . Qi=—>dr=0
Po Po

ya que P, w, Po son positivos.

6. El teorema de Euler con una funcién de produccién homogénea dv
primer grado establece que: '

Qm == O,\xm + Q’LLm

sustituyendo Q'., Q'L por sus valores, puede escribirse la siguiente igual-
dad (9):
M’ = PoQm = XmPx + Low = M

(8) Llamando (I) al ingreso total obtenido por la venta de producto en
una empresa, ¥ (C) al coste total, las féormulas expuestas reproducen la
igualdad conocida dI = dC. Es decir, una empresa obtiene ¢l beneficio ma-
ximo cuando iguala el ingreso marginal al coste marginal.

Dado que dQ, es aproximadamente igual a dQ,, esta propusicion se extien-
de a las dos ultimas cantidades marginales finales. Ver FeErcuson, C. (5],
pagina 181.

(9) Con una funcién de producciéon con rendimientos crecientes a escala
se produce la desigualdad 1/4Q,, =P4  Q, > x,P . + L -~ w.
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A esta igualdad puede darsele la siguiente interpretacion econdémica:
Una empresa dispone de una cantidad de dinero, M, compra «inputs» Xm,
L. y los paga. A continuacién transforma xm, Lm en Qm y vende este pro-
ducto por PoQn = M’ unidades de dinero.

Como M y M’ son iguales, el beneficio total, R, es cero.

Siendo cero el beneficio total y el marginal, lo es también el beneficio
medio, r (10).

7. El teorema de Euler, bajo esta interpretacién, establece una propo-
sicién sobre el coste de produccidn, que puede ser escrita en forma sraf-
fiana y marxiana:

(i) En forma sraffiana, con r = 0 (11):

me\(I + 0) + me = QmPO

(i) En forma marxiana, con r = 0 (12):

(me,\ + me) (‘ + 0) = Qmpo

8. Parece, légicamente, incorrecto transformar el teorema de Euler en
una proposicién sobre la distribucion de la renta del siguiente tipo (13):

Qn=K:dr+w- L

ya que (i) se omite el precio del producto Po (ii) Qm se considera el pro-
ducto neto en vez del bruto (iii) el «input» x se transforma en «capi-
tal» (14) y (iv) dr se considera igual a Q' y distinto de cero.

(10) Un beneficio medio cero es compatible con productividad marginal
fisica decreciente.

La explicacion se encuentra en que (ver Apéndice matematico A.2), cuan-
do se calculan los productos asociados a sucesivas cantidades marginales, se
deja fijo un «inputs, al cual se le atnbuye un producto nulo.

(11) Ver SRrAFFa, P. [18]

(12) En términos marxianos, al capital variable o fondo de salarios se
le atribuye también generacion de beneficio. Ver RoBINSON, J. [15], Apén-
dice (Postcript).

(13) Ver, por ejemplo, ALLEN, R. G. D. (1], parag. 3.5, pég.

(14) Las dificultades para dar una medida uniforme del capnal son bien
conocidas, especialmente cuando la produccién utiliza varios <«inputs». Ver
RosiNsON, J. [14].
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9. Un hecho empirico en ¢l capitalismo actual es la existencia de
una tasa de interés anual de i unidades de dincro por cada unidad prestada
en el mercado financiero.

Este hecho modifica la naturaleza de la restriccion bdsica impuesta a
la produccion de la empresa.

En efecto, una empresa puede pedir prestado en el mercado financiero
la cantidad de dincro que necesite para la produccidn a una tasa de inte-
rés 1 (19).

Cuando la tasa de rendimiento interno de la empresa, r, 1al como se
define en el siguiente parrafo, es menor que la tasa de interés i, la empresa
puede actuar como prestamista en el mercado monetario, garantizando a
todo ¢} dinero disponible un rendimiento i.

En términos matemdticos. los valores de la tasa de rendimiento inter-
no (16) que hay que igualar ¢n equilibrio a la tasa de interés son:

dO\P‘o—-—dX : P\
dx - Py

dQPo—dL - w
dL - w

Estas cxpresiones matemdricas son equivalentes a:

dQ.Po = dx - Pu(1 + 1)
dQiP'o =dL - w(1 + i)

10. Todos los precios de equilibrio cambian cuando cambia la tasa de
interés, i, ya sea desde cero aio desde i ai’.

El andlisis del cambio en los precios que sigue a un cambio en la tasa
de interés puede hacerse en dos pasos (cambio directo y cambio indirecto).

El cambio directo sc produce al introducir (o variar) la tasa de interés.

(15) La demostracion esbozada en la nota (10) y en el Apéndice mate-
matico A2, permite afirmar que con rendimientos constantes a escala, la
tasa media de beneficio es igual a la tasa marginal.

(16) Sorow, R. [17] define la tasa de rendimiento interno en términos
fisicos.

Esta definicion es dificil de mantener cuando existen diferentes «inputs»
fisicos. El problema de reducirlos a una medida fisica constante (producti-
vidad marginal del «ectoplasma») es semejante al problema de la medida
del capital.
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Se modifica con ello el coste de los «inputs» por unidad del siguiente
modo:

Pp—> P04+ w—aw(l+1)
Las modificaciones de coste transforman las condiciones de equilibrio

de la empresa, que qucdan cstablecidas de la siguiente forma (ver pari-
grafo 2):

O‘\
Q.

}.3- P\(l + |)
2% w (1 +1)

El precio de venta del producto cambia del siguiente modo (ver Apén-
dice matematico A.3):

1
= P'g > Py

PR

De un modo directo la existencia de una tasa de interés tiene como
consecuencia el aumento det precio de venta del producto.

Cuando el producto Q ¢s a su vez un «input» (mercancia) utilizado
en otros procesos de produccién, un cambio en la tasa de interés desde
cero a i (0 de i a i) genera también cfectos indirectos y de «feed-back».

Como consecuencia. la detcrminacion de los precios debe hacerse a
través de un modelo de equilibrio general (ver paragrafo 13).

11. El teorema de Euler (ver paragrafo 3) en estc caso queda esta-
blecido del siguiente modo:

M=PQn=x-Pi+Law)(l + ) =M+ Mi=M+M=M

Una empresa obticne del mercado financicro unra cantidad de dinero,
M, por un afio (17); compra con él los «inputs» xm, L. pagando por cllos
los precios de mercado, P., w.

A lo largo del afio, transforma xm. L. ¢n el producto Q.. que vende
por la cantidad P'o - Qn = M".

(17) Se adopta un proceso de produccion «point-input» «puint-outputs, de
un periodo de produccion de un ano.
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El beneficio aparece en forma monetaria en el proceso de circulacién:

AM=Mi=M—-M

La empresa devuelve shora la cantidad M', que sc¢ divide en dos par-
tes: el montante del préstamo original M y cl interds Mi.

Si la empresa (0 ¢l cmpresario) ¢s ¢l propictario de la cantidad M y no
se ha pedido en el mercado, no es necesario pagar la tasa de interés y el
incremento de dinero sc convierte en beneficio directo del empresario.

12.  En una conomia socialista, Mi, cuando existe, puede ser apropia-
da por el Estado, por ejemplo, con un impuesto sobre las ventas (18).

13. El teorema de Euler puede ser también escrito en términos sraf-
fianos y marxianos.

(i) Sraffianos:

XmP (1 + 1) + L - w = QP

(i) Marxianos:

(XmP. + Law) (1 + 1) = QmP’q

14. Cuando Q es también un «input» de otro proceso, es conveniente
ampliar el proceso productivo, cuando menos a dos sectores, cuyos proce-
sos de produccién son:

Sector 1: los «inputs» (x.. O, La) producen Q. (19)
Sector 1I: los «inputs» (x: Q: L.:) producen X

Las condiciones de coste de produccién en cada uno de los sectores (20)
producen un sistema interdependiente.

me( + O PO + me)(] + r) = POQm
(x2Px + Q:Po + Law) (1 + 1) = P\X

(18) Los «inputs» fisicos no tienen en una sociedad capitalista ninguna
propiedad especial («metafisica») que no tengan en la sociedad socialista.
Al no haber diferencia fisica ni productiva es dificil explicar en términos de
productividad fisica la existencia de beneficio para el empresario.

(19) Este proceso de produccién coincide con el utilizado en los parra-
fos 2-12. El segundo puede también provenir de un proceso de maximizacion.

(20) Pasar de empresa a sector no ofrece dificultades con rendimientos
constantes a escala, aunque si lo ofrece con otro tipo de rendimientos, por
ejemplo, crecientes.
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La cantidad de dinero total que existe en el sistema permite determinar
los precios en términos de dinero.

Este sistema de ecuaciones (21) esta formado por dos ecuaciones y
cuatro incognitas: P,, w, Po, r. Tiene. pues, dos grados de libertad (22).
Hay que considerar dos de los precios como ex6genos.

Aunque el beneficio aparece en la circulacién monetaria, su explica-
cion debe buscarse en el proceso de produccién y en las condiciones socia-
les que determinan los precios.

El trabajo es tratado como una mercancia, cuyo coste de sustitucion
es la cantidad de mercancias fisicas necesarias para que los trabajadores
vivan (capital circulante) (23).

15. En este sistema la cantidad de trabajo L = L., + L; se considera
como un dato.

Puede también pasar a ser considerado como una variable.

Para ello el nimero que mide el total de trabajo, L, se considera que
es igual al producto del nimero de hombres que trabajan Nw, por el ni-
mero promedio (24) de horas trabajadas por hombre al afio, Nu.

Se establece, por tanto, por definicion L = Nw - Ny.

El nimero de horas trabajado por afo, Ny, es una variable que. en los
ultimos cien afos, ha tendido a disminuir.

En una economia con tecnologias cuyo grado de sustitucién entre «in-
puts» fisicos y trabajo sea rigido, cabe la posibilidad de alcanzar un sis-
tema de precios de equilibrio bastardos, con una tasa importante de des-
empleo crénico.

En este caso, el nimero de personas dispuestas a trabajar, N, es mayor
que el nimero de hombres que trabajan: N > Nuw.

16. Determinado el sistema mediante la fijacién exdgena de la tasa de
beneficio, quedan determinados los precios, incluido el salario w.

(21) Podria considerarse un modelo de tipo Marx-Sraffa, ver Doss, M. [4],
Apéndice. Otra interpretacion distinta es la de Marx-Von Neumann. Ver Mo-
RISHMA, M. [11].

(22) Una variable exdgena es la tasa de beneficio, que se determina en
un modelo de crecimiento. Ver KaLpor, N. [8]. Para una posterior evolucion
de la idea PasiNerti, L. L. {12]. Los salarios son también exdgenos, aunque
varian mas lentamente que la tasa de beneficio. Pasinetti sugiere, en su tesis
doctoral no publicada, un modelo microeconémico de crecimiento. Ver tam.
bién CaLLesa, C. [3].

(23) Los trabajadores pueden, también, ahorrar algo.

(24) La oferta de horas de trabajo por dia se considera discontinua. Es
o bien cero horas, o bien un numero alrededor del promedio por dia.
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Este puede ser tomado como numerario. Si w representa la cantidad
de dinero pagada por el trabajo de una hora, los demas precios son igual
a un numero de veces el salario de una hora.

Esta es una medida de los precios en horas de trabajo que no coincide,
seguramente, con las auténticamente empleadas en irabajo directo e indi-
recto, y que depende en sus variaciones de la tasa de beneficios del sistema.

Apéndice matemdtico

A.1. Dada una funcién de produccion Q = x®% L*%, precios de mer-
cado P = 0,3; w = 1,5 y una cantidad de dinero disponible, M = 3, las
condiciones de equilibrio a largo plazo de fa empresa son: Q'\/P. = Q'L/w;
Q' = AP, y xP, + Lw = M, que permiten establecer:

025 L 0.3

0,75 X 0,5
03 + 15L =3

Xm=25 Lu=15 Qm = 170431439
A =0,568 1/hM=Po=1,76

Que cumplen el teorema de Euler:

PoQm = XuP« + Law = 1,76 - 1,704324 =03-25+1,5-15=3

2.A. Cuando la cantidad xm = 2,5, se deja fija o constante, es posible
dividir la cantidad total de trabajo, Lm = 1,5, en tres cantidades margina-
les iguales cada una de 0.5, que se denominan dL,, dL,, dL,. Su produc-
tividad marginal fisica, que se calcula a continuacidn, se simboliza como
Q(dLy), Q(dL;) y Q(dLs):

Producto marginal

QRm, 0) =255 -0 ... .o v s e = 0

QML) =2,5"80,5"" ... .. ... ... . = 0,747674

QL) =2,50"3 (1% —0,5°) ... ... ... .. ... = 0,509758

Q(dLy) =258 (1,59 —1%%) .. L = 0,446891
Suma de los productos marginales:

QL)) + Q(dL;) + Q(dL;) + Q(Xm, 0) ... ... ... = 1,704324
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Queda probado (ver nota 10) que el produto toial asociado con las
sucesivas cantidades marginalcs suma una cantidad igual al producto iotal
producido, ya quc la produccion asignada a (x,,. 0) ¢s ccro.

5.A. Si se paga una tasa de inerés del 10 por 100 en el mercado
financicro, ¢l coste de los «inputs» se transforma:

Po=03511 + 0D =033 w =151 +01hH=16>5
La cantidad de¢ dincro que ¢l empresario debe recuperar es ahora:
Mi=M(l +0 =501 +0.1) =35

Con célculos andlogos a los efectuados en el pardgrafo A.l se esiable-
cen los siguientes valores de cquilibrio:

Loa=15 xm=25 A% =0,516463 1/A* =P = 19362
Estos precios solamente reflejan los cambios directos. Si Q y x son a
su vez «inputs» de otros procesos de produccion, habra aumentos indirec-
tos. El equilibrio debera calcularse a través dc un sistema de ecuaciones
simultaneo.

El cambio en el precio de venta es el siguiente:

Po =Pal(l + 1)
1,9362 = 1,76 (1 + 0.1)

Con lo cual queda confirmado que la aparicién o un aumento de la
tasa de beneficio produce un aumento en el precio de venta.
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