EL INSTRUMENTO MATEMATICO
EN LATEORIA DEL DESARROLLO
Y CICLO

GENERALIDADES.

Es corriente en la literatura cconémica el observar cémo diversos
economistas han ido evolucionando hacia el estudio de la Teoria del
Desarrollo partiendo de la del Ciclo y considerando posteriormente éste
como un estudio de las perturbaciones de una economia en crecimiento.
Dado el plan de estudios de la Facultad de Ciencias Econémicas, nuestros
cconomistas forzosamente deben seguir el mismo clasico itinerario. En
Teoria 1.° no se puede pretender dar al estudiante una visién de con-
junto, ni siquiera sistematica, de la Teoria Econémica; hasta con que
se le introduzca en una seric de conceptos; en Teoria 2.° se pasa al
campo de la microeconomia, que no debe ser, como equivocadamente
se cntiende, un cstudio de conceptos y técnicas al servicio de problemas
de empresa, sino el de servir de instrumentos intermedios dentro de
una teoria general para hucear en la realidad (ejemplo, funcién de
produccién), piénscse en el uso que hacen de la misma SoLow (1) y
LeoNTIEF (2) dentro de sus modelos macroeconémicos; Teoria 3.° con
cl estudio del Dinero, Banca y Comercio Internacional y con el caricter
casi exclusivamente keynesiano con que se enfocan dichos estudios pro-
ducen a la larga en el estudiante que intenta recapitular sus conoci-
mientos un gran confusionismo; Teoria 4.° con el estudio de la Renta
Nacional, concepto de 1.° y no de 4.°, pertencciendo el estudio de su
téenica a la Estructura Econémica, y con el estudio del Ciclo no ha

(1) R. M. Socow: A Contribution to the Theory of Economic Growth. “The Quar-
tely Journal of Economics”, 1956,

(2) 'W. LeonTigF: Studies in the Structure of the American Economy. New York,
1953.
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dejado de ser una especie de parche en la carrera, lo que tiende a
aumentar el confusionismo.

La critica anterior puede parecer fuera de lugar, porgue el fin de
este irabajo no es el de proponer un plan mejor ¥, ni mucho menos, la
presentacién de un enfoque general de la Teoria Econdmica al que se
deba subordinar el plan de estudios. Pero creyendo que estamos nece-
sitados de un enfoque general que no nos puede venir de las discusiones
acerca dc los conceptos ahorro-inversién y similares controversias, y si
de una teoria que tome como base el concepto de desarrello, es por lo
que justifico la eritica y me permito cscribir este articulo, que no pre-
tende tener otro mérito que el didactico, es decir, el proporcionar al
estudiante el conocimicnto de un instrumento matematico, en si mismo
sencillo y que, por lo mismo, es dado casi por conocido por la mayoria
de los autores que estndian el problema del crecimiento (3).

Como el fin de este trabajo es presentar ¢l instrumento matematico
en su aspecto de lenguaje y no de poderose instrumento para resolver
prohlemas concretos (4), lo hemos revestido de un ropaje econémico
encuadrandolo en un modelo donde juegan unicanmiente el multiplicador,
cl acelerador v la inversién auténoma. Esto es wna heroica abstraccién
que implica una gran serie de hipétesis acerca del comportamiento del
sistema econdmico, v cada vez que se {rabaja mis en ello se siente mais
palpablemente su irrealidad; el levantar estas hipotesis puede ser materia
de otros trabajos.

Hipetesis del modelo estacionario.

1.° La inversién auténoma {A) es nula, siendo la inversién bruta
igual a la inversién de reposicién.

(3) Como pequena nota bihliegrifica, véase M. Katecki: Theory of. Economic
Dynamics, London, 1954. R. F. Harrop: A4n Essay in Dinemic Theory, “Economic
Journal”, 1939, v Towards a Dynamic Economics, London, 1918, W. J. BausmoLr: Eco-
nomic Dynamics, New York, 1951. W. Ferunex: Trends and Cycles in Economic
Activity, New York, 1956. E. Lu~noBerc: Studies in the Theory of Economic Expan-
.ston, Londom, 1937. D. M. WricuT: The Economics Disturbunce, Democracy and
Progress, Capitalism, New York, 1947, 1948 y 1951. J. R. Hicks: The Trade .Cycle,
London, 1936. P. A. SamceLson: Foundations of Econemic Analysis, Cambrigde, 1953.
N. KaLpor: Essavs on Fconomic Stability and Groicth, Londen, 1960. E. V. DodMar:
Essays in the Theory ¢f Economic Growth, New York, 1957, etc. He mezclado tra.
tadistas de tipo general con otros que estudian problemas particnlares. Hay traduc-
ciones al espanol de KiLeekr, Hicks y SAMUELSON. .

(4) Esto debe ser dejado a los econometristas.
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la ecuacién [1], empezaremos por el caso mas sencillo de una ecuacién
de primer grado.

1.° Ecuaciones de primer grado:

Ejemplo tipico de las mismas son las que rigen el comportamiento
de un modclo regido dinicamente por el multiplicador.

Admitimos como hipétesis de partida que:

Y.=C. 4 A
donde

Y. = Renta en el periodo ¢,
C: — Consumo e¢n ¢l periodo ¢

A = Inversion auténoma, conocida y dada; no existe inversign in-
ducida (9).

A su vez, admitimos un retraso, de forma que

C, :CYt—l
2
Y‘—'CYt_—l:A [ ]

Si aditimos la posibilidad de una renta de equilibrio, Y, ésta tiene
que ser tal que una vez alcanzada no sufra variaciones:

f: ]’._ :Yg-l = ...
Luego, en equilibrio
-\7: C—Y—+ A
Y—cY=A £3)
- A
Y=
1—e¢

expresion de la renta de equilibrio con el multiplicader estatico,
Lo que tratamos de obtemer es precisamente una ecuacién que nos
dé los valores de la renta en los diversos periodos, desde que se dio la

(9) El1 valor del acelerador e: cero.
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alteracion en el valor de A hasta llegar al valor de Y, y si dicho proceso es
posible o existen (fuerzas en el sistema que, una véz que nos hayamos
apartado de la primitiva solucién de equilibrio, nos impidan encontrar
una nueva.

Para resolver esto dcfinamos:

y‘ :Yt ‘—‘?

Ye-r = Yioy —Y
Restemos [2] de [3] y tendremos

Yi—C¥iy =0
Yt =CYi

forma homogénea de la ceuacién en diferencia (2], en que hemos hecho
desaparecer el término independiente,.
Como Ia ecuacién {2] es valida para cualquier valor de ¢, por ejemplo

Y, —cYi,=A [4]
restando [4]) de [3]

Y1 —CYio =0
¥t-1 = CYt-2

aplicando repetidamente csta formula, tenemos:
Yo = €Y=y o=..=c y,=c(Y,—Y)

y la solucién general es:

Y, =Y +ct (Y, —Y)

A simple vista se ve que habra equilibrio estatico si ¢ < 1. Las posibles
soluciones tedricas son:

¢ > ly,: crece o decrece progresivamente sin limite.

0<e<d decrece hacia cero.
—1l<e<O crece y decrece alternativamente hacia cero.
¢ < —1 crece y decrece alternativamente sin limite.
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Aun en este caso, en -que las dos ultimas soluciones son pricticamen-
te imposibles, el tratamiento del problema por ecuaciones en diferencias
nos da mayores posibilidades de analisis que el hacerlo por ecuaciones
diferenciales.

Vamos a ver esta diferencia siguiendo el modelo de Puiries (10).

La demanda vienc definida por

D=C+ A=cY FA=(1—s)Y+A (51

donde A es la inversion auténoma, conocida y dada.

La oferta (11), es decir, la produccién Y, correspondiente a un em-
puje de la demanda D, no es automatica, sino que viene retardada. Si
designamos con v a esta velocidad de respuesta, tendremos que la va-
riacion de la produccién en el tiempo sera: ‘

dY
T dt

=—r(Y—D) (12) (6]

Teniendo en cuenta [S] y [6]

d
—X——{—rY:rD:r(l—s) Y4|rA
dt
A (71
d
——d—f——}—rsY:rA

Si existe una renta de equilibrio tal que Y=Y = , expresion
también de 1a renta de equilibrio con el multiplicador estitico, y defi-

niendo

y:Y—Y

(10) A. N. Punries: Stabilitation Policy in a Closed Economy, “Economic Jour-
nal”, 64. 1954. :

(11) Se observara que existe una total diseciacion entre las fnerzas que regulan
la oferta v la demanda, iratamiento tipicamente keynesiano, pero errdneo, ya que la
inversiéon auténoma, materializada en equipo capital, se enquista en el lado de Ia
oferta, alterando la capacidad de produccion y las posibilidades de oferta.

(12) El signo negativo explicito se debe a que tratamos el problema en una
sitnacién de crecimiento donde la demanda supera a la oferta.
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entonces [3] se convierte en

——?j—%-&-rsy::O(l?;)
y sabiendo que

dlogy) 1 dy

de Ty de’

la [8] se mos comvierie en
d(logy)
d:
log y == —rst -} constante (k)
y = ke Tst — Yo e—Tst

va que debemos identificar k con los valores inijciales.
Y la solucidén general es de la forma

Y=Y _;‘_e-—-rst

(8]

esta solucién, que es similar a la oblenida por la ecuacién en diferencias
para valores de s < 1, sin embargo, no nos puede ofrecer la posibilidad
de un movimiento alternativo, por depender de una funcién continua

exponencial.

Hecha esta disgresién, que nos ha servido para establecer la dife-
rencia entre ambos tipos de ecuaciones, vamos a resolver la primera
/ ecuacion en diferencias por el método general y no por el de tanteo que

hemos empleado.
La ecuacién de tipo general es:

Yt —C Yt"l = A.,
y en forma homogénea,

Yt =C¥~

Y dY dy
dt d_t__

l
i
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Un método de resolverla es suponer qque yy es ignal a un cierto valor
ut, donde el valor u debe ser hallado.

Sustituyendo en la forma homogénea, ut = cu?, luego 1 =c; pero
u—c no es mas que uba solucién particular. La general es A b, que
sin duda, es una solucion de la forma homogénea, ya que ésta ca-
rece de término independiente. Luego, si u = ¢ es una solucién particu-
lar, de forma que

Y = C¥o, —cut =Y
la solucién general sera. de la forma
Yo — Act,

donde A depende de los valores iniciales, y en nuestro caso sera A = y,,
y 1a solucién general serd:

ye=cty,
Y=Y+ (Y,—Y)

2.° Ecuacién de scgundo grado:

Habiamos dicho que las discrepancias respecto a da situacién esta-
cionaria de partida nos venian dadas por la ecuacién en diferencias, en
su forma homogénea:

¥Yn = U —S$ + ‘l)) Yn-1 'T' ¥ ¥n-o»

que vamos a determinar.

Abordaremos el problema con toda generalidad. Asi, la inversién
inducida, llevada a cabo en €l periodo n, se supone linealmente depen-
diente de las variaciones en la produccién de p periodos anteriores (14),
de forma que:

Li=v, (Yo-1 — Yooo) 02 (Yoo — Yau) + .. +
+ Vo1 (Yopiy — Yag).

El consumo depende también de las rentas anteriores

Co=c; Yo, +2Yuo+ ... 46, Y,

(14) Véase Hicks, obra citada, pags. 95, 234 y 257.
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La inversién auténoma es A,, luego Y =C, -+ A, - 1,.

' r-p r=p-1
Yn =A, + A Cr Yor + ¥ Ve (Yn--r _"Yn—r-—l)

r--1 r=1

k=]

W

sicndo ésta ]a ecuacion fundamental de un modelo donde juegan ¢l mul-
tiplicador y el acelerador (15).
Para pasar a la forma homogénea, se aplica el método que hemos visto
en las ecuaciones de primer grado, obteniendo:
r=p r=p-1
¥n = X C, Yo-r + %V, (}'n~r — ¥n-r-1)

r=y r=1
Como en el supuesto simplificado que estamos estudiando, el consu-
mo depende sélo de la renta del periodo anterior, y la inversién indu-
cida, de la variacion de la produccion del periodo anterior, tendremos
quec C; =¢;, y V., =v,, que, a su vez, seran: ¢, =¢, v; =v, y la ecua-
cién general se simplifica:
¥n=C€¥n1 + U (¥n-1 — ¥n-»)
Como ¢ =1 — s, tenemos:
Ya— (1 —S "J[‘ 'l)) Yn-1 + Vyu-p = 0 [9]
como antes,
Yn = Y.—Y
Debemos encontrar las soluciones de [9]. Intentamos:
upt— (1 —s—v) un?t Lyun? =90
Dividiendo por un-?;

w—(l—s—v)utv=90

Las raices de esta ecuacion (u,, 1,) seran soluciones de [9], siendo
la eolucién general de la forma:

Ya =Y + Ay u; +-A, un,

donde A, y A, son constantes arbitrarias que dependen de los valores
iniciales.

(15} Las diferencias de unos modelos a otros, por ejemplo, de los de Hicks a
Kavbor, dependen de la forma de concebir la dependencia del acelerador a la renta.
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Un ejemplo ayudard a eomprenderlo.

Supongamos que s = 0,10 y v = 0,40, v que el xalor A, de la inver-
sion auténoma, ecs 1.000.

La ecuacién general en diferencias sera:
Y.=9090Y,, +0,40 (Yo ; — Yu.) + 1.000
y la forma homegénea:

¥e — (0,90 4 0,40) y,.; - 040, =0
Yn—1,30y,; + 040y, , =0

Dgciamos que ¥, = Y, —?, siendo Y la renta de equilibrio. A este

ultimo valor lo denominamos componente cstacionaria, y es ¢l valor de
Ja renta que, una vez alcanzade, no sufre variacion:

=Y =Yooy = ...

por tanto.
Component: estacionariu:

Y =090Y -+ 0,40 (Y —Y) L 1.000
Y =10.000

La componente transitoria depende del valor y, de la forma homo-
génea, va que, por definicién,

:—Y + ¥
Probemos y, = un

uh — 1,30 un? - 0,40 w2 = 0
w2 (1?2 —1,30 2 4- 0,40) =0

quedandonos como ecuaciéon caracteristica
W —130u 4 040=0
u, — 0,30
u, = 0,50
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La componente transitoria scra
ya = A; 0,807 4- A, 0,500 ~
y la solucién completa
Y, =10.000 4 A, 0,80 4 A, 0,50" {149}

A, v A, dependen de lo: valores iniciales, en estc caso de dos pe-
riodos, por ser una ecuaciéon de scgundo orden. Segin la hipétesis de
partida, las Y, representan “incrementos de renta” re:zpeclo a la situa-
cién estacionaria de partida; por tanto, en el periodo n.=0, Y, =0,
y en €l periodo n =1, el incremento de renta sera la inversién auténoma,

luego Y, = 1.000.

De aqui, para n = 0
0 =10.000 - A, 0,80° - A, 0,50"
para n =1

1.000 = 10.000 -1- A, 0,80' + A, 0,50
A, =—13.333
A, = 3333

Aplicando estos valores en [10] podemos obtener cualquier valer
de Y,.

Si queremos aislar el efecto que produce el cambio de la inversion
auténoma en el proceso transitorio, debemos suponer que el cambio de
la inversién auténoma se produce en un periodo y luego vuelve a anu-
larse. Esto quiere decir que no hay componente estacionaria, sino sélo
la transitoria, siendo, por tante, la solucién completa

Y. =A, 0800+ A, 0500

Por ¢] mismo razonamiento anterior, los valores de A, y A, seran:
para n =0

0=A, 0,80° + A, 0,50°
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para n—1
1.000 = A, 0,80" 4 A, 0,50"
A, = 3.333
A, =—3.333

obteniendo los valores de la serie con facilidad y cuando n sea sufi-
cientemente grande tendera a cero, volviendo el sistema a su situacién
de partida, estado estacionario.

¢ Ocurrird esto para todos los valores de los pardmetros s y v?

. 3.° Significado econémico de las raices. ’

Dada nuestra via de ataque, das posibles soluciones seran las de la

ecuacion
Ya—Al—5 4+ ) Yooy + 0yn, =
resuelta mediante la ecuacién auxiliar
J) =ut—(—s+v)utv=0 (1]

y cuya solucidn mos daba

yo = A uy - A, 12}

Siguiendo a ALLEN (16) y a Hicks {(17), el enfoque de SAMUELsON (18)
es mas complicado, podemos clasificar las soluciones en:

, Q .. . 1 v < {1 —\/5)? tiende hacia cero.
Raices reales — Solucién no ciclica 4

v > (1 +\Vs)? explosiva.

(1—\/;2<v< 1 Ciclos ate-

. . co nuados.
Raices complejas — Solucién ciclica

1<v<(l4Vs)? Ciclos explo-

S1VOs.

(16) R. G. D. Actex, Obra citada, pags. 213 y signientes

(17) J. R. Hicgs. Obra citada, pag. 258.

(18) P. A. SamuELson: Fundamentos del Andlisis Economico. Ateneo. Pags. 442
y siguientes.
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Veamos esto:
Raices reales.
Los valores de «, y u, dependen de s y v, para que sean rcales
(b2>4u\c), (I—s+v)*>4v
A efectos de calculos econdémicos, 1 —s y v son positives, luego
l—s+v) >2\Vv, osea, (1—Vv)2>s.
De aqui, |

o 1—Vu>Vs o
\/'-1_7-—-1 > \/?;
por tanto,
v<(1—Vs)? o v>{1-+V 5.

Analicémoslo ‘partiéndo de los valores f(1) en la ecuacién [11].

—_———— e — — —
i n : — ®© ’ —1 f 0 ! 1

o

e — I'_. —

f (1) positiva |[2-—s + 2w
positiva

|
l
| 3]

|

!
v I s | positiva
positiva positiva {

Siendo las raices de la ecuacidn [11] los puntos de corte de f (u) con
el ejo de abscisas, y dado «que para los valores citados en [13], f(u) es
positiva y en el intervalo entre las dos raices dehe alcanzar valores ne-
gativos, si f(u) tiene raices reales, ambas deben estar en cualquiera de
los cuatro intervalos (— o0, —1), (—1,0), (0,1); (1, co).

Como

b
u, by = ——=1—s4v>0 [14]

[(]

se descartan los intervalos negativos y quedan los intervalos (0,1), (1, o).
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Primer caso

v < (1—/s)?

Admitamoes la hipétesis de que
v=(1—Vs)?%
entonces

l—s—’r—v:l—s—{—(l-—\/?)QZ(l—'\/?)

Como v es menor que la hipdtesis, tenemos

I—s-fo<2(l—Vs) <2 [15]

por ser s positiva; luego, por [14), u, y u, deben estar en el interva-
Io (0,1},

La figura 1 representa este caso.

dado que f{&) = ®* —(1—s3-v) w4+ v
El minimo (en-este caso) cstara donde

d'f(u)—:.?u—(1~s+v) =0
du

}]—s+4wv <2
| { o =

2 2
que, por [15}, nos confirma lo anterior.
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Si los valores de u, y 1, estan en el intervalo (0, 1), nuestra ecuaciéon
n n . . . -, . .,
vp= A, tt; + A, u, tenderd a cero, y el sistema volvera a la situacion
de partida; ya hemos visto un ejemplo.

2.° caso v>14Vs)?
Supongamos que v = (1 -- \/s )7, entonces

l—s4v=1l—s41+Vs)*=20+Vs):
por tanto,
1—s4v>2(14+Vs) >2
y los valores de 1, y u, estaran en el intervalo (1, «).
Nuestra ecuacién [12] tendera a iofinito para n suficientemente gran-
de, y el sistema tendra una tendencia explosiva.

Raices complejas

1.° Caso
(1—Vs) <v<(4V5)"
Las raices son conj-ugad‘as complejas

“'iiﬁ:—%—-('—_bi—i\/m)‘

% = —

1 1 -
5 b,iﬂ:—2——i\/4c—b2

Pasando a formas trigonoméiricas

x=rcos®, f-=rsend

, . . B8
donde r ¢s la raiz cuadrada positiva de «* 4+ 8%y tg8 = —, luego

r*+=iB8=r(cos® *iscnl) . [16]

La solucién general sera de la forma

Yo=Y+ B, (24 iB)"+ B, (x—i )"
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donde B, y B, son constante: arbitrarias que estan ligadas a los valores
de A;, A,, valoxes arbitrarios que dependen de las condiciones iniciales.

Siendo B, v B, conjugados complejos. .
Teniendo en cuenta [16] y aplicando €] teorema de D Morvre (19)

tenemos:
Y, —Y=r (B;(coin8 4 isecnnd) + B, (cosnB—isennb)] =

=r2(A, cosnf 4 A, sennb)

donde
A, =B, +B, y A,=i(B,—B,)

Como A, y A, estan definidos por las condiciones iniciales, el valor

Y.—Y es real
Pasando A, y A, a coordenadas polares, obtenemos una nueva for-

mulacidn, de grandes aplicaciones.

A, —=Acosg, A, =Asenz

A,

A=VA7+ A% tge=
g

Lntonces:
Y, —Y = Arn{cosnfcosc +sennfseng) =Armcos(n0—¢)
Ejemplo:

Tomemos valores de s y v que cumplen la relacién

l—Vs)2<e< (14 Vs)?

asi, s = 0,50, v = 0,50 y la inver:sién auténoma 1.000.

La ecuacidon en diferencia sera:

Yo =05 Yo, - 0.5 (Yas, — Yuos) - 1.000

¥ su forma homogénea:
¥n—Yna '_I“ 015 Yn-2 = 0

Como antes, determrinaremos las componentes eslacionaria y transi-

toria.
(19) Ver Andlisis Matemitico, Rey Pastor, pag. 137,
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Componente estacionaria:
Y =Y—05Y + 1.000
Y = 2.000
Componente transitoria:

Intentemos y, = u":
un —_ yun-t + 0.5 un-2 —=(

ur?(? —u+405) =0

Ecuacién caracteristica:

2 —u-40,5=0

U, =24+ if=

1

—y B
Y2 8=y 2

.a componente transitoria sera de la forma:
n 1 L n
=B ) ()

’asando Jas raices a la forma trigonométrica, tenemos:

Ya =" (B, (cosn® 4 isenn8) - B, (cosne—-—isenna)):
=1 ((B, + B,)cosn 8 + (B, —B,) isenn )

londe
IV (IyovE
r=vVve 45 = J\2 2 9
1
LO:@: * — 2_: \/2
r V2 2
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1
sen B = é = 2 = Ve ,
r V2 2
2
luego
0 =45 =~
4
Haciendo
B,+B,=A,
t(B, —B,) = A,
tenemos

Yo ={A,cosn®  A,senn ) =

/ /2 ° T
T ™
=k \2 (Al cosn 2 + A,senn 2 )

Determinemos A, y A,.

Segtin la hipétesis inicial, las Y, representan “incrementos de renta”;
por tanto, en el periocdo n = 0, Y, =0 y en el periodo n =1, Y, = 1.000,
incremento que sufre la renta de la economia estacionaria por el im-
porte de la inversién amténoma igual a 1.000.

En consccuenecia,

2\ : =
Y, =0= <\/' \ <AlcosO z —{—AzsenOT >+2.000:

2 4
=A,+ 2.000
A, = —2.000
/'E_- \1 N :
Yl:].000:< ‘? ) (ALcosl -Z '—}—Azsenl%)—r—.‘z.OOO_—_
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V2 V2 V2
= A A L 2,000 =
2 1 2 + 2 2 '
1 1
=—A; +—A, + 2000
g Mt A
A, =0,
luego 1a solucion general serd
V2

Yn:2.000+< >

a .
> (— 2.000 cos n 45"}

Al mismo resultado llegaremos pasando A, y A, a coordenadas po-
lares.

A, =Acose A, = Asence

A=V (—2000)° 4 0=—2.060

0
tgg = ———r—— =0, e=0
— 2.000

y la solucién general

V2 )n cos (1 45" 4- 0)

Y, = 2.000 — 2.000 /

Para discutir el significado de la componente transitoria conviene
estudiar, aunque sea ligeramente, las caracteristicas de una funcién sj-
nusoidal. '

La componente transitoria como funcion sinusoidal.

Nucstra ecuacién

¥n=Arcos(nB-—¢)

¢s una funcién sipusoidal. Para ver sus propiedades comencemos estu-
diando el tipo mas sencillo.

y=Acos(n8 —¢)
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Sabemos, por ejemplo, que el desarrollo de una funcién tal como
y =cos 8 graficamente es

o+

FIG. 2

En toda funcién sinusoidal debemos distinguir (20):

Periodo: Intervalo en el cual se produce un ciclo completo: para
y =cos8 sera 2.

Amplitud: Valor de la ordenada en la cima; en nuestro ejemplo
y=L | ,_ |

Fase: Viene determinada por el valor de & y mos indica el valor
donde la primera “cima” es alcanzada; en el ejemplo, 0.

Por tanto, en [16]:

Periodo: Como una “cima” se dara para €l valor

cos(n® —e) =1,n 0 —e= 0,

g . . L.
luego n = 8’ Jas sucesivas cimas se daran igualando a valores tales
como —4xn,—2a, 0,2,4..., siendo dos valores de n
47 —e 2x —¢ € 2nLle A
— — , , -
e ’ (3] S e e
2

y €l intervalo zera , nmimero de periodos gue dura un ciclo

completo.

(20) Véase Rev Pastom, pig. 420, y ALLEN, pag. 117. Obras citadas.
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Amplitud = A.
. ) e
Fase: segin lo anterior, sera para 0 = ——.
n
Si pasamas a la forma mdis general
¥n=Ar?cos (n G —¢)
1 amplitud depende de los parimetros (A, r), continuando el periodo
la fase como antes. Facilmente se ve que si la amplitud depende del
alor Ar", siendo n =0, 1, 2 ..., indicando la variable tiempo, entonces
t r < 1 los ciclos se atenuaran; si r =1, los ciclos seran periédicos; si
> 1, la tendencia sera explosiva:

1

para r{

parg =1

pora r> 1

Flc. 3
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Como las raices de la ecuaciém caracteristica son:

diiB:r(cos@iisen@),

donde
l—s4 1 -
1:_*_';_'1"”_ y SZT\/4=U—(——1+5—V)‘

de la suma y ¢l producto de las raices obtenemos, respectivamente,
2reos@=1—sxv y ric=y,
luego

. 2=
a) Periode: El periodo o tiempo de oscilacién es dado por 8

por consiguiente, la duracién del ciclo depende de 6, y sera tanto mas
corto cuanto mayor sea 0. El intervalo es por lo menos 4 periodos, ya

-~

que © puede o:zcilar de 0 a 7

Como cos © depende de los valores s y v, nos va a ser util dar s como
dado. Derivemos con respecto a v

d —
o c0s O = rrs—1
4vVu

v

luego

< Oparav <1 —s

v=1—3s

> 0 " w > 1—s
tiene un minimo para v =1—s.

Dado quc estamos estudiando el caso donde ¢ esti en el intervalo
I—Vs) <v<Q+Vs)?
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tenemos:
1.°  Limite inferior v=(1—Vs)?
l—s
valor c0s 6 = ———-—+—U =1
2Vov
© = 0 y el numero de periodos muy grande.
2.> Limite superior v=010+Vs)?
1 _ =
valor cos B = d=ste =1
2Vv

nuevamente ® = 0, y ¢l nimero de periodos infinitamente grande.

3.° Valor minimo de cos® para v=1—s

cos@:l:s—ﬂ—:\/l—s

2V

para el valor correspondiente de €, el nimero de periodos es el minimo.
El limite es © =

; cuando cos @ = 0, cuatro periodos.

Resumiendo, el periodo de oscilacién es muy largoe para valores co-
rrespondientes al limite inferior, decrece hasta un minimo para el valor
de © correspondiente a v =1—s y vuelve a ser largo para valores co-
rrespondientes al dimite superior.

Se observa que si s es pequeiia, cos © tendera a 1, y para darse un
ciclo completo se necesitara un nimero de periodos considerable.

b) La amplitud y la fase dependen de los parametros A, rye; Aye

vienen fijados por los valores iniciales. Dado que r =\/v, y sabiendo
que las oscilaciones seran amortiguadas si r < 1, y explosivas, ¢i r > 1,
el caracter de la oscilacién nos vendra dado por el valor de v (acelera-
dor). Si v < 1, amortiguadas; si v > 1, explosivas.

La propensién ol ehorro como factor depresivo.

Antes de entrar en el tema, debemos recordar que las conclusiones
jque obtengamos estan unidas a las hipétesis de partida, que han sido:
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el aceptar un modelo en el cual el consumo depende de las rentas de
Yos periodes anteriores, mediante una serie de coeficientes c,, ¢, ..., que
en el modelo simplificado los resumimos en ¢; que la inversién inducida
depende de las diferencias en la produccién entre dos periodos conse-
cutivos, a lravés de los coeficientes v,, v, ...; v, en el simplificado; que
hemos designado por A a la inversién auténoma, y no nos preguniamos
de dénde, como y cuindo procede y actia.

En el caso simplicisimo del multiplicador sin inversién inducida, cuya

. 1 1 - :
expresion cs t——: = —s——, modelo estdtico a corto plazo, cuanto mayor
sea s, menor sera la potencia expansiva del sistema. A corto plazo, s
actia como freno. Naturalmente, esto se da en un modelo donde la vinica
regla de compertamiento y equilibrio es que el ahorro planeado sea igual
a la inversién planeada, y donde se estudia las variaciones de la renta
1
s

Perc nada tiene que ver con €l problema econémico, mas realista,
de una economia con necesidad de una gran formacién de capital como
base de un posterior desarrolle y donde un alto coeficiente de ahorro
es base de la expansién. Pero este problema, parte fundamental de la
teoria del desarrollo, no lo estudiaremos aqui; para el fin que nos pro-
ponemos, nos basta saber que el tratamiento matematico que estamos
desarrollando es fundamental para su adecuada comprensién.

El caso simple (multiplicador sin inversién inducida) lo podemos
incluir en el mas general de inver:ién inducida, considerando que v = 0.

Al

anle un incremento de la inversién, AY =

Veamos dos casos, dentro del supueste: en un periodo inicial se
produce un incremento ¢n la inversién auténoma por valor de A, anu-
lindose en el siguiente periodo.

1.° s=0,v=0

modelo tipo KAHN, que nos da un equilibrio permanente al nivel de A.
Se da un incremento en la renta por valor de A en el primer periodo,
y no existe fuerza en el sistema que lo medifique.

2° s =10,10, v =0

Este coeficiente de ahorro obligara al sistema a recorrer un camino
que le llevara al equilibrio primitivo {fig. 4.).
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Ay

C

FIG. 4

El ahorro tiene, por tanto, una tendencia depresiva.

En el caso de que v tenga valores distintos de cero, se puede observar
también la influencia del ahorro; supongamos, eon Hicks (21), que
v=0,75 y que s alcanza alternativamente los valores 0 y 0,10.

1.° v=10,75,s=0
Nuestra ccuacién auxiliar

f) =w —(I—s+v)utv=0

tomara la forma
fu) = —1+-v)ufv=u—1) (u—v) =0

donde las raices son 1.y v.
La solucién, por no existir componente estacionaria (la inversion
auténoma vuelve a cero), sera:

AY.=A, 17+ A, 0,750
si suponemos A = 1.000, por €l razonamiento de la pag. 114; para n = 0:

0=A,;1° 4+ A, 0,75°%

paran —1: ) ’
1.000 = A, 1* 4 A, 0,75}

de aqui, 4 ,

; = 4.000, A, == —4.000

(21) J. R. Hicks. Obra citada, pig. 99.
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y la solucién:
AY, = 4.000 — 4.000 . 0,75";

luego el sistema tendera ‘hacia el valor de A;.

2.° v =10,75, s = 0,10

como
1—v01)2<015<(1+V01)2

La tendencia sera eiclica, pero, cemo v < 1, amortiguada. El grafico
piimero 5 mos permite comparar ambos casos y observar cémo el ahorro
tiene una tendencia depresiva.

1000

v=075 S=010

FIG. 5

Pero al lado de esta tendencia, caracteristica de un modelo estatico
a corto plaze, vamos a ver cémo liene una caracteristica mas favorable,
que es la de ser un elemento atenuante del ciclo. Pero tampoco podemos
afirmar esto con plena generalidad; existen posihles excepciones, y el
verlas nos va a permitir establecer, de paso, las distintas caracteristicas
que presenta el modelo, segin las leyes que rijan la inversion inducida.

Inversién concentrada, distribuida y aplazada.

El caso de la inversién concentrada es el simple que hemos estudiado;
la inversién inducida es el 0,75 {(en el ejemplo anterior) del incremento
de la produccién entre dos periodos.

La inversién distribuida se caracteriza porque la inversién imducida
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en un periodo n depende de los cambios en las rentas de p periodos an-
teriores.

La inversién aplazada se caracteriza porque los cambios mas cer-
canos de la renta no afectan a la inversién inducida; se puede decir que
hay un aplazamiento en el efecto impacto del cambio de renta.

El caso de la inversién concentrada va lo hemos estudiado; la dis-

tribuide responde a la ecnacién general, que puesta en forma homogé-
nea es:

i ol
Yo =2¢ Yo-r + & Ur (¥n-r — Yn-r-1)
r=1 r=g
y la ecnacién caracteristica correspondiente:
) ] p-1
f@) =uP — 2 epup —(u—1) X v, up—r}
r=1 r=1

Veremos los mismos caszos que en la concentrada.
1.° s=0y v puede tomar diferentes valores.

Dado que ¢ =1-—5s {22), la ecuacidon caracteristica sc convertira:

-1
(v) =wP —uPt—(—1) pZ v upTl =
(
r=1

p-1
wl{n—1) —(u—1) v, urrl =

r=1

I

=wu—1) (uer' —v, % —p,ur® | '—‘.vp—l> =0
Una raiz es la unidad; las otras depevderén de la ecuacién
Qu) =uwrt —y, % — v, uP? oy, =0
Hicks nos habla de una ecuacién similar, al tratar, en el apéndice
matematico, el caso general de la teoria del multiplicador. Su método

es aplicable a este caso (23) y es similar al aplicado por nosatros al
estudiar las raices de la ecuacién caracteristica.

(22) Respecto a la propensién al consumo seguimos con el supuesto mis simple.
(23) Ver Hicks. Obra citada, pags. 251 y siguientes.
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La ecuacion forzosamente debe tener una raiz positiva real, porque:

@(u) >0 para u > 0 y suficientemente grande
¢ <0 7 u=90

luego corta al eje de abscisas entre estos dos valores.
No lo corta mas que una sola ves

¢ =p—)uw?—o (p—2)wr—v, (p—3) ... =0

v () =(p—1) P —o, (p—2) P2 —y, (p—3Pur-* ... =0 [17]
Ahora bien,
p—Dew=p—Nuwr'—y (p—1) wP?—v, (p—1) P> . —
—(P—1) vy, =0; ‘ ' (18]
restando [17] de (18]
Wiy () —(p—1) @ () =v; WP 4 2, ur-? - Ju w4 4
+P—1) v,y
si 2 > 0, la expresion anterior es positiva;
si u >0 y suponemos ¢ (u) =0, ¢’ (u) debe ser > 0.

Luego la curva, em el punto de interseccién con el eje u (parte po-
sitiva), tlienc pendiente positiva vy esto no podia ocurrir si le cortara
mas de una vez.

Podemos decir todavia algo mas acerca del valor de esta raiz. De-
p-1

signemes por v = X v,
r=1
: ‘ (>0siv<l
sin=1o =1—v z<0 Go>1
si =00 (@) =P~ —p P2 Py, =
=, vy .. FVp) PR —p Py, Pty =
= 1y (VP=7 — 09=3) v, (99~2 — 00—} - . Fupy (97 — 1)
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Si v < 1, da dltima expresion es forzosamente negativa, luego el va-
lor de la raiz estd entre 1 y v < 1.

Si v>1, la expresién anterior es positiva y la raiz estard entre
lyv>1L

Dado que la solucién general es del tipo

Yn=Agu"+ A, u," .
donde u,,u, ... son las raices de la ecuacién caracteristica, si el mo-

dulo de la mayor raiz es ? 1, la solucién sera amortiguada, tendera

hacia un valor fijo (cl dade ;)or el valor de A correspondiente a u=—1)
o explosiva,

Por tanto, si V < 1, la raiz buscada serd menor que la unidad y no
podrin existir raices positivas, negativas o imaginarias de médulo ma-
vor, porque entonces la solucién no seria amortiguada; i v > 1, no po-
demos afirmar lo mismo, pero en cualquier caso conocemos que la raiz
mayor €5 > 1, y esto nos hasta por ahora.

Volviendo a nuestro punto de partida, en-que. velamos que las so-
laciones de [17] eran u; =1, y las otras dependientecs de la expresion
wpt — v, uP? v, =0 ya estudiada. Luego:

Si v <1, la raiz de mayor médulo es la vnidad y el sistecma con-
vergera hacia un valor que depende de los valores iniciales. Caso :i-
milar ai que estudidbamos en el grafico nim. 4 para s =0y v =075,
luego en cste caso no hay diferencia en cuanto a los resultados finales
entre la inversién concentrada y la distribuida.

Si v > 1, la raiz de mayor médulo es superior a la unidad y el
proce:zo sera explosivo; tampoco existen diferencias en cuanto a los re-
sultados finales.

2° §>0.

Partiendo de la ecuacion caracteristica

D p-1
f =w —Yecuwprt—(u—1) v, uwp-T*

r=g r=1
v. dado que ¢ =1—s, dependiendo el consumo de la renta del pe-
riodo anterior, es decir, sin considerar por ahora retardos en el con-
tumo, tendremos, como antes, que la ecuacién caracteristica se nos con-
vertira en una expresién tal como la siguiente:

(w—1) (="' — S v, up——1) 4 sup-1=0
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Con Hicks, designemos a esta expresién por F (u), conservando
© (1) para la primera parle de la ecuacién,. luego

F(u) = ¢{u) + s up?

La diferencia con el caso anterior reside en el término suP-'; jqué
significa esto? A primera vista vemos que las diferencias las va a pro-
ducir un términe en ¢l que interviene el ahorro, lo que nos va a per-
miltir completar lo dicho anteriormente sobre la influencia suavizadora
del ahorro.

Seguiremos en el resto del razonamiento a ALLEX (24), por ser mas
sistematico que Hicks.

En el caso que la distribucion de la inversiéon inducida se realizara
en dos periodos, ¥ ==v, + v,, siendo v, #0,v, #0 {si v, =90 la in-
versién seria aplazada, tercer caso; y si v, =0, concentrada, primer
caso), la ecuaciéon en diferencias seria:

,

Yo =C€¥n-1 + V1 Fn-1 — Yo-2) F V2 (o2 — ¥a-3)

Estudiaremos el caso de que v <1 (25).
La ecuacion caracleristica, como anteriormente hemos visto, haciendo

v, =V —v, yc=1—s,
es
W o—v, 4+ 1—s)u® L (v—2v,)utv,=0 {19]
v la solucién sera del tipo ' .
yo = At 4 A, ul 4+ A, ug,

caso cubico.

En el modelo simple la solucién era
Yo = A, us + Ay u;

v su ecuacién caracteristica

B—(l—s4+ov) ufv=0
(24) AuwLen, Ver ohra citada, pags. 234 y siguientes.
(25) También consideraremos a t, y v, positivas. Caso normal.
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La ecuacidn {19] podemos transformarla facilmente como sigue:

(u_1\2

u

wW—(Q—s +v)yutov=—uy,

f ) =¢ )
La interseccién de las dos funciones anteriores nos dara la solucién

de nuestro caso cibico.

La funcién f (1) ya la hemos representado en el grafico 1.°; repro-
duzcdmoslo para estudiar qué sucede cunando varia s, con v dado.
La representacién de u® —(1—s 4 v) u 4 v =0, seri:

1.° Raices reales y menores de s
para v < (1—\/s5 )2

2.° Raices complejas

A—Vs)<v<l

12 Raices readles y 2°  Raoces complejas
menores que 's

oa\)‘\]_.
pata v (1- Vs )2 (1- Vs )evad

FIG 6

O {

Cuando s aumenta, la curva se desplaza hacia arriba y a la izquierda,
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lo que es facil comprobar. Tienen un punto de corte para u = 0f (u) ='¢.
La funcién ¢ () tiene como representacién una hipérbola:

Fis. 7

- Representémostas juntas, y para un valor de s que origine para el caso
simple raices imaginarias, y v, = }4. Sabemos que ipara un valor de s
pequeno, f (1) cortara al eje ou entre 0 y 1 y, por tanto, cortard a @ (u)
en dicho intervalo. '

— 136 —



EL INSTRUMENTO MATEMATICO EN LA TEORIA DEL DESARROLLU Y ClULRs

Su)

Py )
FIG. 8

Por tanto, de las tres raices que son la solucion de la ecuacion cubica.

dos seran positivas o imaginarias, y la tercera forzosamente negativa.
Si la solucién es del tipo:

¥a= A, uln '+‘ A, "’2n+ Aj g, uz < 0

podemos asegurar a simple vista dos cosas:

— que la raiz negativa — u4 introduce uma oscilacién o ciclo corto
de periodo 2.

— que cuando (s} > 1, la oscilacién sera explosiva.

Veiamos en ¢l grafico que f(u) tiende hacia arriba y a la izquierda
cuando s aumenta. Por otra parte, el minimo de la funcién ¢ (1) se en-
cuentra en la parte negativa para el valor —1, siendo el valor de
¢ (u) =4 v, (26).

Dado que la raiz negativa nos vendra. dada por la interseccion de
ambas curvas en €l segundo cuadrante, podemos afirmar:

— que cuando s aumenta, el punto de corte estd cada vez mds a la

(26) Veéase tabla de valqres; compruébhese analiticamente.
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izquierda, lo cual aumenta la amplitud de las oscilaciones de periodo 2.
— que u; > —1, supone que si
fi—1) =2 -5} 20
¢(—1) =42,
La interseccion debe ser a la izquierda de — 1, luego
2—s+2r<4v,

de aqui:
s>2(14+v—2v,)

v, > —1—— 14v— s)
2

Luego tenemos dos alternativas para que el cicle corto se convierta
en predominante y explosivo: que s sea grande, o que, para cualquier
s, la inversidn aplazada alcance un valor tal que cumpla la segunda des-
igualdad (27).

Como cualquicra de estas dos condiciones es dificil de cumplir, po-
demos opinar que el ciclo corto ird atenuandose y que el caso de la
inversion distribuida se asemejara al caso simple, aunque las cimas seran
de menor amplitud.

Nos queda por ver el caso de la inversion apluzada. Lo examinare-
mos para el cazo donde

v =9, + v,, siendo v, =0 vy v, = v {28)
La ecuacion caracteristica [19] se convertira en:
uw—(1—s) v —vutv=0
que se transforma facilmente.

(0 —1) @* —9v) +su* =0 | [20]

(27) Hicks examina también el caso de cuario grado, obteniendo similares
resultados. Por ahera no es necesario complicar mas la exposicion. Ver obra citada,
pagina 267,

(28) Ver Awren., Obra citada, pags. 230 y siguientes.
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Como antes, en el caso de s = 0, desaparece el segundo término su, y
las soluciones deducibles a simple vista son:

o =1; u, =Vv; ty=—\Vv

La solucidn sera:

o= A, ()L A, (V) Ay (—V )P

Si v < 1, la raiz de mayor médulo es la unidad y el sistema, como en
los casos de inversién concentrada y distribuida, convergera hacia un valor
que depende de los valores iniciales. Pero la presencia de uma raiz ne.

gativa, ug =/ v, nos introduce un cialo corto de periodo 2, que en este
caso se atenua, pudiendo llegar a producir una especie de dientes de
sicrra en el camino de convergencia,

Si v > 1. El sistema sera explosivo y el camino parece que presentara
los mismos dientes de sierra.

En el caso. de s > 0, no desaparece el término su®, y la ecnacién

caracteristica la podemos expresar:
(g —1) (1 —v) =—su?
fy(w) =% (u)

Las soluciones las encontraremos en la interseccion de ambas fun-
ciones.
La representacién grifica de f, (u) es sencilla, ya conocemos sus tres

raices: 1, Vv y —\/ v, y facilmente deducibles su maximo y minimo.
La representacién de ¢, (it) ¢s una parabola con vértice en 0 y que
se hace mas convexa a medida que s aumenta.
La figura nos muestra las raices cuando v < 1.
Esta claro que cuando s aumenta, u, y u, se acercan cada vez mas,

con valores entre /v y 1, y u, sec hace cada vez mayor.

Lo que a continuacién vamos a cxponer, siguiendo los pasos de ALLEN,
nos permitird ver el cambio de perspectiva que introduce la inversion
aplazada, pudiéndose convertir una tendencia amortiguada (v < 1) en
una tendencia explosiva a través del ciclo corto.

Cuando s alcanza ciertos valores, dos cosas pueden suceder:
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uz [ /#

FIG. 9

12 Que la funcién ¢, () no corte a f; (2); entonces 2, y u, son
maginarias y su influencia ciclica, siendo de la forma r (cos ® = i sen 8).
2ara que eslo suceda, el valor de s no tieme por queé ser muy grande;
rara fijar sus limites tendriamos que desglosar la ecuacién cibica, como
o hemos hecho anteriormente con la cuadratica; es decir, estudiar los
imites dentro de los que las soluciones seran reales o imaginarias; no
o haremos, pera el lector que desee hacerlo puede basarse en la so-
ucién de la ecuacion cibica de REY Pastor (29).

Pero podemos decir algo mas acerca de la influencia de s.

El producto de las raices complejas u, u, = r% y como a la vista de

a ecnacién, sabemos que u, .1, .u; = — v, tenemos que
v
Wy ol == —
Uy

Como u,; aumecnta a medida que crece s, el punto de corte se des-
Mlaza hacia la izquierda, u,.u, disminuira y la tendencia se amorti-
‘nara mas. Larego, bajo esta faceta, la influencia del ahorro es antiosci-
ante. Pero hemeos dicho que iz, Ia raiz negativa, se hace mas grande,
- ésta c¢s la segunda dec las cosas que pueden suceder al variar s.

.28 Si (—uz) > 1, se supone que

LE=)==—2Q1—v

@, (—1) =—s 3
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La interseccion debe ser a la izquierda de — 1.

—s5s>—2(1 —v)
s>2(1—w) (21}

lo cual no es imposible si v tiene un valor mayor que 0,5, y la raiz
negativa mayor que — 1 introduce un ciclo corto de caricter explosivo
que sera el dominante.

Resumiendo, para pequeiios valores de s, la solucién sera

Yo = A, u," - A, u" 4 Agug®

donde la presencia de u; negativa introducira en la marcha del sistema
peyqueiios dientes de sierra; para valores de s suficientemente grandes,
U, y U, seran imaginarias y u; negativa; la colucion sera

Yo =Ar(cosn® —e) 4 B(—u,)n

donde A, B y ¢ son constantes que dependen de los valores iniciales. El
sistema, aunque ciclico, puede ser amortiguado, pero si s alcanza va-
lores tales que se cumpla [21], ¢l ciclo corto se convertira en dominante
y explosivo.

Las opiniones sobre Ja influencia del eiclo corto son diversas; reco-
jamos las de los tratadistas que conlinuamente estamos manejando,
ALLEN y Hicks.

ALLEN (30) dice:

“La nueva posibilidad no debe ser menospreciada. La inversién apla-
zada puede ser la regla mas que la excepcién. El periodo unidad es
clegido de forma que coincida con el retardo (el mas corto) del lado del
consumo. El periodo para tomar la decisién de las inversiones debe
ser mas largo y los retardos en las inversiones y produccién de equipo
capital mas largos atin. Por tanto, debe ser esperado que la imversién
inducida no sera realizada hasta el segundo periodo después del cambio
en la produccién. Una modefada propensién marginal al ahorro puede,
por comsiguiente, producir una oscilacién explosiva, o periodo corto,
en la produccién.” '

(29) Rey Pastor. Obra citada, pags. 251 y siguientes.
(30) Avcen. Obra citada, pag. 233.
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Hicks (31) dice:

“Me cuesta trabajo crcer que estos ciclos cortes puedan temer mucha
significacién. Sélo pueden surgir como resultado dz la agrupacién ex-
trema de la inversidn tras un retardo. Parece mucho mas probable que
los ciclos a que nos referimos sean los ciclos relativamente largos aso-
ciados a las raices mayores (32), quc los ciclos cortos asociados a las
raices menores (33).”

Francisco CELAYA

(31} Hicks. Obra citada, pag. 267.
(32) Las positivas o imaginarias.
(33) Las negativas.
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