
ALGUNAS CUESTIONES SOBRE
ECONOMETUICA

SOBRE LA IDENTIFICACIÓN Y ESTIMACIÓN DE ECUACIONES

ESTRUCTURALES

.Modelos economé.tricos.

Un modelo econométrico se proyecta con objeto de estudiar
un aspecto del comportamiento de un grupo de individuos, con-
sumidores, productores, etc. Consideraremos en todo lo que sigue
que el modelo es lineal y completo. Dos son los problemas prin-
cipales que se plantean en el tratamiento de estos modelos econo-
métricos:

a) Problemas de identificación.
b) Problemas de estimación «le los parámetros que intervie-

nen en el modelo.

Problema de la identificación.

Establezcamos primeramente el concepto «le identificación de
forma intuitiva. Para ello consideremos un mercado con una sola
mercancía; en este mercado el precio p y la cantidad q se deter-
minan por la intersección de dos ecuaciones lineales: la demanda
y oferta, las cuales se suponen que reaccionan instantáneamente
al movimiento «leí precio. Las observaciones se suponen realizada?
ro .períodos sucesivos de tiempo.

Supongamos las ecuaciones estructurales escritas «le la siguien-
te forma:

1 + * P + £ = u (*) (demanda) [1]
9 + 7P + 1 = « ( t ) (oferta) [2]

K y v son variables aleatorias con £(rr) =s(v'¡ -=0. Si el bien no
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es inferior podríamos imponer al modelo la condición supletoria
x > O y r < 0 .

Consideremos unos valores de *, e, Y, ?) que supondremos ver-
daderos; en este -caso, las rectas de demanda y oferta tendrán su
intersección con el eje o q en los puntos del mismo que distan
de 0; —1\ -\- v (t) y — e -f- u (t) . Luego por cada punto del dia-
grama pasarán dos rectas, que tendrán esa intersección.

«UJ

Consideremos ahora unos valores a*, e", y*, *i*; a estos valo-
res corresponderán unas intersecciones —if|* -\-v(t); .— £*' -j-v(c),
que nos representará otra hipótesis estadística referente a la for-
mación de las variables observadas, siendo imposible saber cuál
de estas hipótesis es ia verdadera.

Hagamos este razonamiento analíticamente; para ello suponga-
mos que conocemos los verdaderos valores de los parámetros que
aparecen en las ecuaciones, y que éstos son ce, y, e, r\. Suponga-
mos que tenemos un interés especial en confundir; para ello mul-
tiplicamos la ecuación de demanda por I y la de oferta por k
ÍOíál^l) Z-J-£: = l, y después la sumamos, obteniendo:

+le + kri^lu + kv [3]

que nosotros decimos es la de demanda.
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Evidentemente, esta ecuación es distinta de la [1]; sin embar-
go, se satisface para los mismos valores que [1]. Cuando por me-
dio de la estadística estimamos los parámetros que intervienen en
el modelo, no podemos decir si los parámetros que hemos estima-
do son los de [1] ó [3], y la ecuación [1] que aparece en el mo-
delo no es identiñcable.

Una vez establecido el concepto intuitivo de identificación,
vamos a tratarlo más rigurosamente. Para ello consideraremos el
siguiente modelo lineal completo de G ecuaciones con G varia-
bles endógenas:

*:i yj («) + ai2 y2 U) + ... + *IG ya («) + rn =i (n + ... -+-
+ Ylk =k (t) = «i U)

a
2 i y i ( 0 + * 2 2 y2 (') + ••• + *G 2 y 0 W + -!-21 zj. (i) - ! - . . . +

«ci y t (t) + *G 2 y2 (») + ••• + aGG yG (0 + 7 a i % ú) -
+ "ÍGk «k (t) = UG (t)

y una función de densidad de las variables aleatorias

<¡ue designaremos por

/ ^ I ( l ( t ) , U2(t) ... UG(«)J

supondremos, además, que

f {U¡(t) ..; UC(t) \zx(t),Z2(t).... Zk(z)\ . = /{«!<*) U3(íj ...

es decir, la distribución de probabilidad de

{«,(») ... i£G(t)}

es independiente de

[4]
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También supondremos que la distribución de la variable G di-
mensional

{ujt) ... UG(t)}

es independiente de la de

{re^í ± fe) ... UcU ± W{ .

y esto pava cualquier t. . " " ' . ' '
El íistema (4], por último, deberá cumplir la condición de qne

| A ¡ # 0 : siendo A la siguiente matriz:

A =

a G l a G 2 ••• a G G

El modelo [4], en forma matricial, podría expresarse así:

o t 2 1 •x22 . . . a

£1G

2C y 2 ú)

(0

V i l V i 2 ••• T U

* 2 1 ^ 2 2 • • • > 2 ^

VGI YG2

=! (0

í»)

«2 (*)

«G (O

o en notación reducida

A y (t) + T s (Ó = n (t) . Í51

El sistema [4] cabe considerarlo bajo do» aspectos: uno mate-
mático y otro económico.

Desde el punto de vista matemático, el sistema [4] nos da la
distribución de probabilidad de las variables endógenas. Ahora
bien, cualquier sistema linealmente combinado de las G ecuacio-
nes lineales [4], con la correspondiente distribución de probabi-
lidad transformada, nos definirá matemáticamente una distribución
de probabilidad equivalente en las misma? variables. Estas dos re-
presentaciones se dicen que son eqiiivalenles desde el punto de
vista de la observación. Haavelrao dice que "son indistinguibles
tomando -como ba»€ de distinción las observaciones. Salta a la vista
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que desde el punto de vista matemático es indiferente considerar
una u otra representación, pero desde el punto de vista económico
no; «1 motivo es el siguiente:

El sistema [4], si tiene algún interés económico, residirá en el
hecho de que cada ecuación explica una ley de comportamiento
económico, comportamiento de un grupo en el consumo, ley de
producción, etc.; es, pues, interesante construir el modelo [4], de
forma que el mayor número posible de eus ecuaciones pueda iden-
tificarse económicamente; se trata, pues, de estar en condiciones
do resolver el siguiente problema: Un investigador A considera
el sistema [4], lo combina linealmente y se lo entrega a otro in-
vestigador B sin decirle lo que ha hecho. El problema que debe es-
tar en condiciones B de resolver es, en este sÍ6terua, identificar las
ecuaciones que tienen sentido económico.

. Vamos ahora a ver detenidamente el significado matemático de
este sistema; supongamos que tenemos las G variables yi (í) y las
k variables z^{t) observadas en el tiempo t = l, 2, ...,T, o sea,
tendremos un conjunto de valores análogos a lo» siguientes:

yi (t) yG (<•) =i (t) ZK (f)

AD yod) MD *t<i)
(2) yG(2) S l(2) sk(2)

Vi ( r ) j'G (T) «i ( r j . s¡c (T)

s u s t i t u y e n d o es tos v a l o r e s e n e l s i s t e m a [ 4 ] t e n d r e m o s , p a r a t = ] ,

* , i >•• ( i ) + « 1 S y a ( i ) + ••• + * i o y o ( i ) + r , ! - , ( i ) + .-' H-

+ YGR =fc(l) = «G (1)
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y para t = T

*31 y. (T) + *13 ya (T) + ... -f *IG >G (T) + Tu zx (T) + ... +

+ •(lk ZK (T) = ttl (T)

*G, y, (T) + aG2 y2 (T) + - + «GG yG (T) + TG, =I (T) + ... +
-}- YGI. ** (T) = uG (T)

estas ecuaciones nos definen una transformación de las

« , ( ] ) . . . « G C D . . . B , ( T ) . . . u o ( T )

en las

+0 + +o + +
D + 0 + + 0 = «i (1)

TGI*I(1) + - +TekZ*(D + 0 + + 0 = uG(l)

+ 0 0+ +0 + aliyi(T) +...+«lOyG(T) +
0 + + 0 + Y l l «i (T) + ... + ylk zic (T) = Ul (T)

[6]

- + O + Y G I z, (T) + ... + Yo.< zk (T) = uc (T) f
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El Jacobiano -de la transformación viene dado por la expresión:

a, , ..

o
0

0 ...

0 .

0

. . . *iG

0
0

... 0

... 0

... 0

0

0

« 2 1

* G l

0

0

0

0

+ * c

0

0

0
0

0

0

0

0

0 .
0
0

0

o*

0 a r i . . . .

0

0

n
0

ü [7]

En virtud de la hipótesis que liemos hecho, cuando hemos cons-
truido el modelo tendremos que la probabilidad elementa] de

MQ (T)}

que designaremos por

VluAD ••• U G ( 1 ) , « I ( 2 ) ... «o (2) ... M T ) ...

... uG (T)} d ih (1) ... d uG (T) = / {«3 (1) ...

... uG (1)} / K (2) ... u0 (2)} ... / {Ul (T) ...

... uo (T)} d «, (1) ... d ue (T) =

= n / K (l) ... uG (i)} d «, (1) ... duG (T)
t=i

efectuando el cambio [6], obtendremos:

18]

[9]

/ ( ! A ) ' W + r : ( t } ] l } A ^ y 1 ( l ) . . . ( í y G ( T j . [10]

Pasemos ahora a definir el concepto de estructura y de estructura
equivalente.
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Definición de estructura.

Una estructura S consiste en la especificación total de las ina-
Itices A, F y la función de distribución de la variable G dimen-
sional

{i*! (í), ..., uG (t)}.

Definición de estructura equivalente.

Dos estructuras

s(A, r,/) y s° (A°, rs n

son equivalentes, lo que se indica S ~ S* si

¡Aj* íi / {[A y( i ) + r z

n J° {[A° y (t) +

Teorema,

Una condición necesaria y suficiente para la equivalencia de
ilos estructuras

S(A, l\f) y S°-(A», r ° , D

es que están relacionadas por una transformación lineal no ?i«-
pnlai- do la siguiente' forma:

A° - YA
r* = YT íii]

r(i) = Yu(t) .

Si hacemos la matriz {Ar}=A> tendremos que 3as condicio-
nes de equivalencia se pueden expresar así:

A C = Y A
ti0 (0 = Yu(í) •
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Con objeto de demostrar este teorema impondremos a las
u, (t) la condición

s {«, (í) | z (í)} = 0

además de las ya impuestas en el modelo.
La condición es necesaria. Consideremos, pues, el sistema estruc-

Uiral [5]:
Ay(t)+Tz(t)=u(l).

Premultiplicando por A -1 , tendremos:

A-i A y (í) + A~J r « ( t ) = A-1 u(i)
y ( i ) = —A-»r«( i ) + A-i|*(t) [12]

tomando esperanzas matemáticas,

e{y( t ) | z ( t )}= — A - T s { í ) .

Consideremos el sistema estructural equivalente

A*y(í) +r»«(t) =«•(*)

haciendo lo mismo con este segundo sistema estructural

y(í) = — A e - i r * z ( r ) + A*-»u«(t) [13]

y tomando esperanzas matemáticas

e{y( t ) | z ( t )}= — A * - i r ° a ( t )

con ambas esperanzas han de ser iguales por ser las estructuras
equivalentes (las y (t) tienen la misma distribución de Prob)

A-ir = A*-1T". [14]

Premultiplicando los dos miembros [14] por A<;,

A»A-*r = r* [153

y haciendo
A ' A - ' = Y [16]

tendremos:
r* = Y r . [17]
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Tenemos que demostrar que es no singular. En efecto, A y A e son
no singulares; luego A~1 tampoco lo es, de donde deducimos que
Y es no singular.

De [16] deducimos:

A * = Y A . [18]

Para obtener la tercera fórmula de [11], tengamos en cuenta que

y{í) = — A-lTz{t) + A - ' M ( Í )

sustituyendo y [t] por sn valor en [13], tendremos:

— A° -> r ° z (t) + A*- ' u* (í) =
= — A- 1 Yz{t) + A-1 u (t) [19]

premultiplicando los dos miembros de [19] por A", quedará:

— Af> A*- ' rc z (t) 4- A• A•-» «£- (i) =
= — A* A- 1 Tz(t) + A* A-1 u (t)

y teniendo en cuenta que A* A"" 1 := I, quedará:

—r* z w + ««u) = Y r r («) + Y " («)

y en virtud de [17]:

»• (t) = Y u (t) . [20]

Vamos a ver que la condición es suüciente. Sea S° una estructura
deducida de la S por una transformación del tipo [11], en donde
Y es una matriz de grado G no singular. Veamos que S y S*
son equivalentes. En efecto, como

Y = A* A-1 ;

A1' es no singular; por otra parte,

«**(«) = Y B ( I ) = A 0 A - l « ( t )

premultiplicando esta expresión por A9""1, quedará:

A f l - lu«(í) = A - ' u ( t )
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de aquí deducimos que y (í) en [12] y [13] tienen la misma dis-
tribución condicional para cualquier conjunto de variables prede-
terminadas (exógenas y endógenas desplazadas) y función de dis-
tribución de las

ju., («),..., aG(t)} .

Vamos a ver lo que la transformación [11] significa en la ma-
triz de las covarianzas.

Para ello llamemos a

e [UÍ (x) uh (í) } = i^-

la matriz de las covarianzas, que llamaremos M, será:

M =

!A2G

I«GO

[21-

consideremos ima estructura equivalente, en donde ie:1 (t) =Yi t ( ( ]

sea

u\ (t) glG

S2G

gG2

«, w
U2 (t)

«o I»

[22]

Vamos a calcular

de [22], deducimos:

£ ( u ' i u M = e {(gi, I * I+5Í 2 MO -f ...

"(- gh2 «2 + - + gtlG

r. ^

S=3 1 = 1

g1G

£¡j ghk a
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Ahora bien, esta expresión no es más que el término (ik) del
siguiente producto de matrices:

,';«:i gis giG

6̂21 g22 g2G

!
¡

••SGI ¿?G2 gGG

1 '¿íi V-m HIG

5^21 1*2 8 H-2G

'AGÍ !^G2 E*GG

8n «12 gai

«21 #22 gG2

'SlG g2G gGG

Para ello vemos que, en el producto de las dos primeras matrices,
la fila i viene dada por la expresión

giG !«GH «il '̂ gl2 !»2G

ni multiplicar la fila i por la columna h de la tercera matriz, ten-
dremos el término (i h), que será:

giG

c o
r= 2 S

S = l k = l

Llamando, pues, a la matriz de las covarianzas de las

tendremos:
e. = Y M Y1

Una Tez visto lo anterior, consideramos un espacio paramétri-
c:o del que son puntos [A, Y, M]. Dos puntos [A*, F*, M*] y
[A1 F1 M1] del espacio paramétrico se dice que son equivalen-
tes, desde el punto de vista de las observaciones, si forman dos
estructuras equivalentes.

Se dice que una transformación es trivial respecto una ecuación
estructural i, si se reduce a un cambio de escala; así, supongamos
<I«e en la estructura S la ecuación i es

ai2 Yz (0 +
(t) + ... +

(t)

(«} = «i ( Í )
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ea la estructura S* la ecuación i será:

<**i, yi («) + a*i2 y2 («)•+ ••• + «"ÍG yo (t) +
+ r*u «i <«) + ••• + v*ik zk (t) = «»¡ («)

para que la estructura sea equivalente y la transformación trivial

*-ih=gnaib Y*ih = gn Tih

Se llama espacio paramé trico restringido al conjunto de puntos
del espacio paramétrico que satisfacen ciertas condiciones.

Definición de identifieabilidad.

Se dice que la ecuación i es identificable con ciertas condicio-
nes impuestas previamente a los puntos (A, F, M). Si cada punto
de espacio restringido se obtiene del (A, T, M) por una transfor-
mación trivial.

Un sistema de ecuaciones estructurales se dice que es identifi-
cable, bajo un conjunto de condiciones dadas previamente, si lo
es cada una de las ecuaciones estructurales.

identificación de ecuaciones estructurales en el caso de restriccio'
nes lineales.

Decimos que hemos impuesto restricciones lineales a los coefi-
cientes de las ecuaciones estructurales, cuando han de satisfacer
ciertas relaciones de este tipo.

Las más sencillas restricciones lineales que se pueden imponer
son del tipo

a,j = 0 o Ym = 0

que nos indican que en la ecuación iy¡[t) no debe aparecer así,
como tampoco sh (t).

Restricciones de* un tipo más general, de las que las anteriores
6erían un caso particular, las podríamos establecer de la siguien-
te forma, para los parámetros de la ecuación t:

2 l¡ *IJ - j- 2 mi Yit = 0

2 ÍP3J a,j -J- E m')h Yih = 0
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Condición necesaria y suficiente de identificábilidad para una ecua-
ción estructural.

a) Comencemos considerando el caso en que las restricciones
aon del tipo

*U = 0 rm = 0 .

Consideremos un sistema análogo al [5] y llamemos a la ma-
triz de sus coeficientes A, es decir:

* I G

a G l a G G

Una condición necesaria y suficiente para que la ecuación
¿•ésima sea identiñcable, es que la matriz A(i) obtenida de la A
suprimiendo la fila ¿-ésima y las columnas en las que las

aea de rango G — 1.

Vamos a demostrar el teorema en un caso particular. Conside-
remos el siguiente modelo lineal:

4 : i yi + ai2 V2 + ai3 Xa + Tu Zi = "i
a21 Vi + tt22 y2 + a23 y3 + T21 «1 = «2
ttsi yi + a32 y» + a33 ya -f- T3I ZI = «3 •

Supongamos que a la ecuación segunda la imponemos la res-
tricción lineal

«22 = 0 T 2 l = 0 .

Consideremos una transformación lineal.

v 3^

gn gis gis
gil #22 #83

«31 #32 £83
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Los parámetros de una estructura equivalente, serán:

«11* "12' «13* Tu1

*22 B23

*81 tt32 V38

gil gl2 gl3

g21 g22 g2S

g81 §32 g33

para preservar la restricción

= 0 1* = 0

«21 «29 «23 T21

«31 «32 «83 Y31

deberá ocurrir

*22* = g21 «12 + 822 a22 + #23 «32 = 0

Y2I* = g21 Til + g22 T21 + g23 T»l = 0

ahora bien, a22 = Y21 = 0 , luego

gil «12 + g23 «32 = 0

= 0 [23]

teniendo en cuenta que la matriz del sistema

«12 a32

Tu T31
«12 V11

«32 Y31

tienen el mismo rango, vemos que si esta matriz ea de rango
3 — 1 = 2 , es decir,

«12 T u

«32 T31
0

entonces [23] admite la solución única g21 = g23 = 0, con lo que

" 2 1 * = 2* =g22 «22 = g22 • 0 = 0 ; <X2f)* =
= ^22T21 = g 2 2 . 0 = 0

de donde -deducimos que la transformación es trivial, con lo que
hemos demostrado que la condición es suficiente.

Para ver que la condición es necesaria, supongamos que la ecua-
ción 2." es identificable; las únicas transformaciones lineales no
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singulares y, <pie satisiacen las restricciones, son aquellas que
hacen

gil «12 "f g23 «32 = 0

§21 ttll + g 2 3 a31 = 0 [24]

Supongamos que

A.» =! ! • » r »

tiene el rango 1; entonces [24] admitirá dos soluciones, una de
las cuales puede ser g2l = 0, g23 = 0, gsa , v otra g21», g22*, gs¿*;
la solución general del si&lema [24] será del tipo

ahora bien, para que esta transformación haga identifícable la
ecuación deberá ocurrir

*2l'>:=*2&!l*««ll + ( X l g 2 2 + ^2g22#) «21 + *2 «23̂ ' «31 = k =21
Xa2° = X2 581* =13 + P'l g22 + X2 «22*) a33 + X2 g23* tt33 = ^ a

23

para que esto ocurra es necesaria que *-2 = 0, en cuyo caso no
puede ser de rango 1 la matriz A(2).

Como corolario se puede establecer el siguiente criterio de iden-
tificación. Una condición necesaria para la identificación de ecua-
ción, estructural i en el caso de restricciones simples, es que el
número de restricciones en los coeficientes de esta ecuación 6ea
por ln menos igual al de ecuaciones menos una.

Vamos a continuación a abordar el problema de la identifica-
ción en el caso de restricciones lineales más generales. Como en el
caso anterior, vamos a razonar con G = 3, y después enunciare-
mos el teorema en forma general.

Consideremos el sistema.

+ *12 Ji + *13 Y3 + Tfll *1 + Vl2 22 + Tfl8 Z3 = «1

+ «32 y2 + «23 y3 4- YjM *1 + ?22 *2 + Y23 *3 = «2 [25]

+ «32 y2 + «33 y» -f Y31 *i + r34 *2 +
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Supongamos que a los parámetros que intervienen en la eeguo-
da ecuación se les somete a las siguientes restricciones:

0*21 + 0 * 2 2 + X'l «23 + «I»1! Y21 + Í> \ Y22 + Va T23 = 0 [26]

en forma matricial, estas restricciones se pueden expresar de la si-
guiente forma:

Tf23

0
0

Xi

• l

•a

0
0

V 1

X i

vi

= 11 o, o [27]

S22 a23 Y21 Y22 T 2 S II R = II 0, 0 Ü

Consideremos una transformación no singular:

tal que

^21 #22 82a

Sai £32 gas

A # = Y ¡ A, r y

esta transformación ha de ser tal, que preserve las restricciones
[27], o sea:

28

0 0
o o

Xi X'a
= 110,0
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ahora bien:

«11 tt12

«21 ^22

«81* tt32*

«13*

«83°

GONZALO

Yn Y12
Y21 Y22

Y3i Y32

ARNA1Z VKLLANDO

* Yi3*
* Y 2 3 *

"3 3

« 1 1

«21

«31

[R. E.

«12 «13

«22 «23

«32 «33

«11 «12 «13 Y n Yl2 Yl3

a21 tt22 *23 Y2I Y22 Y23

*31 *32 «33 Y31 Y32 Y83

&egún [28], deberá ocurrir:

[ « 2 1 * a 2 2 * «23° Y21* Y22* Y 2 3
C ] = [«21 «22 « 2 3 ]

B 21 « 22 X 23 Y 21 Y 22 Y 23

0
0

Xi

+1

0
0

X ' l

v1

vi

= II «21 «22 «23

0
0

Xi

ll

0
0

vi
= U «21 «22 g23

Yn + 4»X2 Y12 + '̂a Y13

Y21 + V2 Y22 + «̂'a Y23
Yai + V2 Y32 + Va Yss

Xi ai3 + 4>i Yn + tyg Y12 + Í>a Y13 X\ «ID +
Xl K23 + 4>1 Y2, + 4>2 Y22 + $3 Y23 X \ *23 +

Xi =33 + 4>i ta, + i|»a Y82 + *3 Y33 X li *33 +

teniendo en cuenta [26], quedará:

i «21 «22 «23 I!

Xi *i3 + «Pi Yn + +2Yi2 + '|>3Yi3 X\a-ia + Víyn+ Vafiz + Va'iis

Xi «33 + 4»1 Ysi + <f»2 Y82 + <l>3 Y33 X'l tt33 + Vi Y31 + **2 Y32 + V» Y33
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realizada la operación, deberá ocurrir que

«ai (Xi ai3 + ^1 Yn -t- 4»2 Y12 + ifa Yi3) +
+ (Xi a33 + 4»i I31+ 4»2 Y32 + <I>a Yaa) =

23

£21 (X'i ai3 + +'1 V11 + +'2 V12 + tp'a

+ «23 ( x \ «33 + 4»1! Tf31 + $8 "̂ 32 + í'a Y3s) = 0

para que la transformación sea trivial es suficiente, pues, que

«21 = g23 = 0

o sea, que

X i ; Xl «38

Y,2 * Y 1 3 ; « 3 3 Y31

pero esto es lo mismo que decir que la matriz

0
0

Xi

+1

0
0

X1!

Y32

tiene rango 2.

Que la condición es necesaria ee demuestra de forma análoga
al caso de restricciones simples. Podemos, pues, enunciar el si-
guiente teorema:

Dado un sistema estructural de G ecuaciones; para que la ecua-
ción t-ésima sea identificable cuando sus coeficientes se someten a
las restricciones lineales,

{ « 1 , a i a - - - a i 6 T í o T

es condición suficiente y necesaria que A. R sea el rango G — 1.

Como corolario podemos establecer la siguiente condición, ne-
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cesaría para que la ecuación í-ésima sea identificable. Una condi-
cióu necesaria para que la t-ésima ecuación estructural sea identi-
ficarle, es que el número de restricciones independientes c priori
expresadas por R sea por lo menos G—1.

Algunos problemas que se plantean en la estimación de parámetros.

Al principio de este trabajo habíamos dicho que uno de los
problemas principales que se plantean en el tratamiento de los mo-
delos econométricos, era el de la estimación de parámetros que
intervienen en un modelo econométrico.

Vamos, en esta segunda parte, a ver si es lícito aplicar el mé-
todo de los mínimos cuadrados a un sistema de ecuaciones estruc-
turales. Para ello vamos a razonar con un ejemplo sencillo, pero
que nos dará una idea clara de por qué no da resultados apeteci-
bles el uso de este método.

Consideremos el siguiente sistema estructural:

yi + *ia y2 + Tu zi + «i = «i
[29]

*S1 Xl + V2 + 123 *2 +e 2 = «2

Supongamos que por el método de los mínimos cuadrados que-
remos estimar los parámetros de la ecuación.

y i + K i 2y 2 +YnZi + ei = "i [30]

a .partir de un conjunto de observaciones

{yi( i ) ,y , ( i ) ,* 1 ( i ) ,» . ( i ) ) . . . {yi (T) ...*a(T)}

además yt (t) © y2 (í) deben de satisfacer la ecuación

•21 yi + y¡ + Y22 s2 + e2 = ua . [31]

Las variables

se pueden observar» mientras que las variables u, (i), u2 (t) no «e
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pueden observar y son aleatorias, con las siguientes condiciones:

E{U, (t) u2(í)] =v-l2

La distribución conjunta de ul u2 es normal bidimensional.
Supondremos que y1 e y2 son variables endógenas y z , , z2 exó-
genaa.

Consideremos el plano

y l4-<xi2y2 + Yn*i + ex = o [32]

como el que expresa la verdadera relación existente: yx * y2 , Si ;
cuando se hace abstracción de las perturbaciones, los puntos ob-
servados

b ' i M , y2(t), z j í ) }

pueden considerarse como una aproximación del punto

que se encuentra en el plano.

Es necesario que nos ocupemos con más detenimiento de lo
que entendemos por punto verdadero; este punto es el que obten-
dríamos de [29] si ux (t) y u2 (t) fuesen cero, para valores obser-
vados de zx (t) y z2[t). El motivo de que zx (í) y z2 (t) tengan el
mismo valor para el punto observado que para el verdadero, resi-
de en el hecho de que son variables exógenas y se forman con
independencia de u1 (í) y u¿(t). Podemos, pues, decir que el pun-
to observado

se forma a partir del punto verdadero

cuando se tienen en cuenta los efectos de Uj (t) y u2(t).

Comencemos examinando el efecto de ux (t); este efecto habrá
de distribuirse entre {yj(í), y2 (')}» de acuerdo con [29]; es in-
mediato pensar entonces que, al igual que hemos hecho zx (l) inde-
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pendiente de u±(t), sería conveniente hacer y2 (í) independiente
también. Sin embargo, esta suposición es incorrecta, ya que y\ (í),
ya (í) deben de satisfacer [29] para vale-res dados de z¡ (í) y z2 (t);
para un valor dado de z2 (t) en [31], tendremos:

ttsi Yi («) = — y2 («) + «2 (0 — Y22 «a

o sea:
1

{—y2 («) + «2 to —

ahora bien, este valor de [31], sustituido en [30], nos dice que
y3(t) depende de «i (*)> salvo en el caso de que u± (t) = 3 « 2 ( í ) ,
para lo cual tiene que ser singular la distribución normal bidi-
mensional.

Así, pues, el efecto de ut (t) no se puede suponer que actúe
aobre yi(0» sino sobre Vj (í) e y2 (í) ; es decir, el que el punto
observado no caiga en el plano [32], es debido a desviaciones de
Xi (0 e y2 (0 í respecto y t (í) e y2 (t), parece difícil pensar que
ge pueden obtener estimaciones insesgadas, haciendo mínima la
suma de loe cuadrados de los residuos en la dirección del eje de
las Vi, mientras despreciamos la suma de los mismos en la direc-
ción ya .

Al no poder, pues, en general, aplicar a los sistemas estructu-
rales directamente el meted o de los mínimos cuadrados, parece
natural proceder de la siguiente forma: despejar en el sistema
estructural las variables endógenas, con lo que nos quedará un
sistema estructural del tipo [12], y a cada ecuación de este siste-
ma aplicarle el método de los mínimos cuadrados.

Dos problemas se nos plantean inmediatamente: a) ¿Qué con-
diciones deben cumplirse para conocer exactamente los coeficien-
tes de las ecuaciones estructurales cuando se conocen los coefi-
cientes de las ecuaciones en forma reducida? b) ¿Las estimacio-
nes de los parámetros en las ecuaciones en forma reducida nos dan
estimaciones correctas de los parámetros de las ecuaciones estruc-
turales?
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Pasemos a contestar la primera pregunta. Para ello, conside-
ramos el sistema [12]:

y (t) = A—1 F z (íj + A—I a (t)

para mayor sencillez del sistema, ramos a expresarla así:

y (t) = II * (x) + » (í) [33]

en donde

E=— A-

o sea:

n =

hiendo | Ala | el adjunto de alh en ¡ A | .

Por otra parte,

v(í) = = + A-» u (t) =

vG(£) ¡

A X 1 | ! A l O |

| A | [Af

A lG | ¡ A e e |

[34]

[35]

A 1 X | | A a i | | A G 1 |

| A | | A | | A |

A l G 1 1 A 2 G | ; A G G Í

| A | | A | | A I Tfoi Va2 Yak

[36]

[37]
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Volvamos de nuevo al sistema [4], y fijándonos en la primera
ecuación

*iiyi + ai2r2 + •- + *ioyG + Y H ^ I 4- ... + ylXzk = Ul

expresémosla en forma matricial de la siguiente forma:

«i yi + Yi «i = «i [38]

siendo

Supongamos que a los coeficientes de esta ecuación les hemos
sometido a restricciones simples, de forma que en «, hay G* ele-
mentos que no son cero, y G** que lo son. De forma análoga en
Y1 hay fe* elementos que no son ceros y fc** que lo son; así, pues,
tendremos:

G* -f G** = G

Suponiendo que los elementos que no son cero son los prime-
ros de cada matriz, con lo cual no hay ningún pérdida de genera-
lidad, tendremos:

V i = { fu Y12 . . .

que podríamos expresar así:

[39 j
Ti = { }

en donde
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De forma análoga, a la matriz de las variable* que aparecen
multiplicando a » n ... s^o», o &ea» a i {yi ••• XG»}. las designaremos
por y», y a la matriz de las restantes por y**; la misma notación
empleada en. las z nos llevará a la consideración de dos matrices:

= {Z1Z¡¡ . . .Su} 2#* =

Veamos ahora una propiedad que tiene el sistema estructural
escrito en forma reducida: La ecuación estructural [38] se obtiene
del sistema estniciural [12], premultiplicándolo por «x . En efecto,
[12] vendrá expresado

premultiplicándolo por ax, tendremos:

o, y (t) = a, A- 1 r z (í) + ax A~> u (t)

qne desarrollado, dará:
A, , | I A,

1G Go

ahora bien:

a l i a l 2 • • •«•16 I!

A¡

A
1G

A6O

= II 1 , 0 ... 0 !

[41]

ya que el primer elemento de esta matriz es
|A

y los demás
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son cero, por ser la suma de los elementos de una fila por los ad-
juntos de una paralela a -ella [41]; se convertirá, pues, en

04 y (t) =— {1,0... 0} r z{t) -f- {1, 0...0}u(í) ==

»i y W = — Irn Y,2 -• Yik} z (t) + ut (t) = — Yi z (t) + uz (t)

o sea:
«i y («) + Y, z (t) + «i (0 = o

ecuación que coincide con la [38].
Consideremos el sistema estructural en la forma [33], en don-

de II, que es una matriz de G filas y k columnas, particionadas
de las siguientes formas:

» IIG««1Í»<

nc
k» nG**k«*

en donde

II G* es una matriz de G* filas y k columnas
IIG»* es una matriz de G* filas y k columnas
ük» ea una matriz de fc* columnas y G filas
Ilk»» es. una matriz de A;** columnas y G filas
IIG*K» es una matriz de G* filas y k* columnas
n a * i » es una matriz de G* filas y k** columnas
IlG«>k* es una matriz de G** filas y k* columnas
IIG*»¿«» es una matriz de G** filas y &** columnas.

Mas teniendo en cuenta la propiedad anterior, podremos poner:

ll(>*l£* l lG*k» # /

TT TT 2 ( t

lLQ*»k* Ufiíikii

ai y W = *i «1 (I)

que podremos descomponer de la siguiente forma:

que se convertirá en

i k» U-a* k**

I I G » » k« I I G « * it#*

»i w
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expre&ión que nos indica que

31

[42]

esla& dos ecuaciones nos dicen todo lo que se puede saber de los
coeficientes estructurales conocidos los reducidos.

De aquí deducimos que los coeficientes estructurales «XG» Yik»
«e podrán hallar si la ecuación (2.*) de [41] normalizada, da una
solución única para alG» y ym: Vamos, pues, a ver qué condi-
ciones debe de cumplir

k» = Tk«

k « = o.

Consideremos la ecuación

« ie»nG»k.. = o

que desarrollada tendrá la forma

II a !
k» + i

o «ea:

= 0

l = 0

Si este sistema de G* incógnitas ha de tener solución distinta de la

será necesario que el rango de la matriz no*k#* habrá de ser me-
nor que G*, es decir, rango

(IIG* k**) ^ G* — 1 .

Consideremos ahora detenidamente Jos casos que pueden pre-
sentarse:

1° Rango (IIG .k..) = G « — 1 .
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Como el número de incógnitas que tenemos es G*, el sistema
admitirá solución, y si empleamos un criterio de normalización,
por ejemplo al:l = 1, todos los demás coeficientes quedarán de-
terminados.

2.° Rango nG« *•• < G* — 1

entonces existen una infinidad de soluciones para ĉ i y es impo-
sible determinar unív acamen te los coeficientes de la ecuación es-
tructural. Se deduce -de lo anterior, que:

Una condición necesaria y suficienle para que los parámetro»
de la ecuación estructural se puedan determinar a partir del sis-
tema reducido, es que

Rango 0IG.k«*) = G * — 1 .

Como corolario, podemos dar la siguiente condición: IIG»*»* tie-
ne que tener, por lo menos, G*— 1 columnas; de aquí que el
número de variables exógenas, a las que se exigen no intervengan
eu la ecuación, por lo menos tiene que ser igual a G* — 1, que
se puede expresar así:

K«» ^ G* — 1

como

K = K* + K** y G = G*-fG**

podremos poner

k*»=k — k**^G*— 1= G — G** — 1

o sea:

condición que era necesaria para que la ecuación fuera identiñea-
lile, como vimos en la página 20.

Una vez que hemos resuelto el primer problema nos queda
por resolver el segundo. ¿Las estimaciones de los parámetros en
las ecuaciones en forma reducida nos dan estimaciones correctas
de los parámetros de las ecuaciones estructurales?



BMBRO-ABBII. 1 9 5 6 ] ALGUNAS CUESTIONES SOBRE...

La contestación nos la da el siguiente teorema (1):

Sea

P l l P12 ••• Plk

33

P =

Pai Pos ••• Pak

La estimación mínimo cuadrática de

n =
••• XGG

en donde Pm converge en probabilidad a IIh[.
Cualquier función racional R ( P n . - P o k ) converge en proba-

bilidad a la constante R( i t u ...icGk)., siempre que sea finita. Lue-
go la eficiencia insesgadura y consistencia asintótica la tienen los
coeficientes estructurales obtenidos a partir de las estimaciones
realizadas en el sistema en forma reducida.

GONZALO ARNAIZ VELLANDO

(1) Este teorema, enunciado de otra forma, puede verse en CBAMBB, pági-
na 294, ed. Española, y es debido a SLUTILAY, Metron, núm. 5 (1925), pág. 3.


