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FUNDAMENTOS DE UNA TEORIA
PURA DE LOS COSTES (*)

CAPITULO III
LOS COSTES EN LA PRODUCCION CONJUNTA

El caso que hemos estudiado hasta ahora, suponiendo que no
se produzca mas que un solo bien, tiene gran importancia en la
realidad. Ya que como cualquier teoria econdémica, la que hemos
desarrollado hasta el momento, es también aplicable alli, donde
los supuestos sélo coinciden, de manera aproximada, con la reali-
dad. Si junto al producto principal se produce, por ejemplo, un
producto subsidiario o subproducto, que sélo supone una pequefia
fraccién del ingreso, la teoria de la oferta simple puede aplicarse
sin reparo, sustrayendo quizd para lograr una mayor exactitud, de
los costes totales, el ingreso del producto subsidiario, y conside-
rando la diferencia como los costes totales del producto principal.

Pcro muchas veces esto no resulta posible. Es lo que ocurre
cuando se producen simultineamente varios bienes que tengan apro-
ximadamente la misma importancia. Entonces 14 teoria desarro-
llada hasta ahora no resulta ya suficiente, y tendremos que aplicar
una mas general, a saber: la teoria de la oferta conjunta (1).

1. Teorin de la longitud de la produccion
I

El objeto de este capitulo es mas complicado que el del an-
terior. Por ello escogeremos en lo posible hipétesis sencillas, con
el fin de no exponer mas que lo fundamental. Sélo vamos a ocu-

(*) Los capitulos I y II se publicaron en el anterior nimero de esta Re-
VISTA. ,
(1) Marco Fanno: Contributo alla teoria dellOfferta a costi conginuti.
Supplemento al “Giornale degli Economisti”. Ottobre 1914. Un analisis de este
trabajo nos llevaria muy lejos, ya que nuestra investigacién estdi guiada por
una idea muy distinta,
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parnos del caso en que se produzcan dos bienes, ya que éste nos
sefiala todos los métodos que hay que aplicar en el caso general
en que se produzcan n bienes. Vamos, ademas, a partir del supues-
to de que todas las funciones que aparezcan en el sector conside-
rado son continuas y diferenciales. Los costes discontinuos no apa-
receran. Introduciremos primeramente un estudio simplificado.
Cualquier combinacién de cantidades del bien mimero 1 y del bien
nimero 2 tiene determinados costes de produccién, que pueden
averiguarse de uno u otro modo. Para obtener una representacién
grafica establecemos una tabla (fig. 9).
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Figura 9.

Las cantidades de cada bien son trasladadas a la escala conve-
niente sobre la primera columna, o sea, sobre la primera li-
nea (que aqui, en analogia con la representacién de las coordena-
das, esta dirigida hacia abajo), de manera tal, que la distancia del
centro de la linea o columna, al centro de la primera linea o pri-
mera columna, determina la calificacién de la linea o columna. Las
rectas formadas por puntos, corresponden a los ejes de coordena-
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das; su punto de interseccién es el origen, es decir, el punto en
que la explotacion no funciona. En los cuadros se colocan los cos:
tes de la combinacién de cantidades correspondiente. Asi, por ejem-
plo, la produccién de tres unidades del bien numero 1 y de dos
unidades del bien nimero 2 importa, en el caso citado, 70,6 uni-
dades monetarias, etc. Cada uno de los puntos de esta tabla re-
presenta una determinada combinaciéon y posee, por ello, determi-
nados. costes totales.

Hemos determinado un punto en nuestra tabla dando su dis-
tancia de la primera linea en la primera columna, y su distancia
de la primera columna en la primera linea. Ahora vamos a propo-
ner otro procedimiento. Queremos medir la distancia de cada pun-
to con respecto al origen, es decir, con respecto al punto (0,0), y
calificar a dicha distancia como la longitud de la combinacién de
produccién correspondiente o, como ya la hemos denominado, del
vector del producto correspondiente; y en segundo lugar, vamos a
averiguar el angulo que forma con las rectas horizontales, el radio
vector que une el origen con el punto de la tabla; a este angulo
lo designamos como “sentido” del vector del producto. Resulta sen-
cillo percatarse de que el vector del producto se puede determinar
univocamente si tenemos su “longitud” y su “sentido”. Entonces
podremos leer en la tabla inmediatamente las cantidades de ambos .
bienes. Los vectores de igual longitud determinan puntos, que se
encuentran a la misma distancia del origen, es decir, la suma de
los cuadrados de las cantidades producidas de los bienes N.° 1
y N.° 2 son iguales para dichos puntos; los puntos se encuentran
sobre una circunferencia trazada alrededor del origen, con un ra-
dio que representa la longitud. Los puntos con el mismo sentido
se encuentran sobre una recta, que pasa por el origen. Se caracte-
rizan por el hecho de que la relacién de cantidades (es decir, de las
componentes del vector del producto) es la misma. A la longitud la
designamos con la letra r, al angule o sentido con la letra ¢. A con-
tinuacién, en Jlugar de la tabla, utilizaremos el sistema de
coordenadas. Sobre el eje de abscisas trasladamos las cantidades
del bien ntimero 1, sobre el eje de ordenadas las cantidades del
bien nimero 2. Los costes totales (y analogamente las demas fun-
ciones de coste) podemos transportarlas y medirlas sobre un ter-
cer eje perpendicular a la superficie del papel. Los costes aparecen
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como funcién de las cantidades de los bienes N.° 1 y N.° 2, o
también como funcién de la “longitud” y “ingulo” del vector de
producto correspondiente.

La figura 10 describe graficamente el caso estudiado.
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Figura 10.

Resultan aqui validas las siguientes relaciones:

X
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Partiendo de estas dos ecuaciones se pueden calcular dos mag-
nitudes, siempre que no sean dadas las otras dos.
r y ¢ las designamos, con arreglo al lenguaje usual, con el nom-
bre de coordenadas polares.

Consideremos el caso en que nos viene dada la relacién en que
se producen ambos bienes, es decir, la proporcién x, : x, . Esto sig-
nifica que el angulo es invariable, ¢ es constante. La produccion
se regula solamente a través de la variacién de la longitud. En
este caso la determinacién de la produccién no se diferencia en
absoluto de la produccién simple. El hecho de que se produzcan
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dos bienes distintos no tiene aqui ninguna relevancia para la em-
presa, Supongamos reunida una determinada cantidad del bien na-
mero 1 y de la cantidad del bien niimero 2, producida en unién de
la primera, y considerémosla como un “pequeiio paquete”; enton-
ces podemos decir: la empresa produce en la unidad de tiempo un
determinado mimero de “pequefios paquetes”. El “pequefio paque-
te” aparece aqui como la unidad de bien. El mimero de “pequeiios
paquetes” producidos en la unidad de tiempo es la velocidad de
produccién. Sélo de ésta dependen, en este caso, los costes y el in.
greso, ya que la relacién de composicion en “pequefios paquetes”
permanece invariable,

Tampoco en lo referente a la situacién del mercado con el que
se enfrenta esta empresa, varia nada con respecto a la oferta sim-
ple. Si el precio de un bien cualquiera es una constante, el precio
del “pequeiio paquete” se obtendra multiplicando las cantidades
de bien contenidas en el “pequeiio paquete” por los precios co-
rrespondientes y sumando los resultados. El ingreso de un vector
de producto se obtendra entonces de la multiplicacién del precio
de un “pequefio paquete” por el mimero de “pequeiios paquetes”. Si
el precio depende de la velocidad de produccién de cada uno de
los bienes, a eada vector de producto correspondera un precio es-
pecial para cada bien y, en consecuencia, también para cada “pe-
queiio paquete”. Pero como el vector de producto no es mas que
un determinado nimero de “paquetes”, el precio sélo dependeri
de dicho nimero, que también aqui corresponde exactamente a la
velocidad de produccién en el caso de la produccion simple.

Supongamos, ademas, que el “paquete” esté constituido de tal
manera, que la suma de los cuadrados contenidos en él es igual a
1. Entonces el nimero del “paquete” sera idéntico a la “longitud”
del vector del producto, es decir, a . En lo que signe designaremos
al “paquete” como “vector de la unidad”, y dandole el simbolo e.
Conio e viene determinada univocamente, en cuanto se conozea el
_ angulo @, e puede ser considerada como funcién de ¢. Con el fin
de diferenciarlas de las coordenadas rectangulares (x, x,), colocamos
paréntesis cuadrangulares [ } para representar la dependencia de
una magnitud respecto a las coordenadas polares r y ¢. Resultara
entonees que = € [p]. Cada vector del producto ¥ se representa
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shora como el producto de su longitud por el vector de la unidad
de su sentido (2):

Si el sentido es invariable (3) nos vendra dado también el vec-
tor de la unidad. Entonces el vector del producto sdlo dependera
de su longitud (4). De aqui se deduce que el beneficio, la produc-
tividad y los costes totales s6lo aparecen como funciones de la lon.
gitud (5). La longitud juega agin exactamente el mismo papel que
la velocidad de produccion en el caso de la produccién simple.
- Obtenemos asi el principio fundamental de¢ la produccién com-
puesta:

XXVI) Dapa UNA COMBINACION DE LAS CANTIDADES DE LOS BIE.
NES PRODUCIDOS, RESULTAN VALIDAS PARA LA PRODUCCION CONJUNTA
CIERTAS LEYES DE LA PRODUCCION SIMPLE, SUSTITUYENDO LA VELOCI
DAD DE PRODUCCION DE LA PRODUCCION SIMPLE POR LA LONGITUD (LA
CANTIDAD ABSOLUTA) DEL VECTOR DE PRODUCTO.

Cuando la relacién entre las cantidades es fija la produccién
simple aparecerd como un caso especial de la produccién compues-

(2) Esta relacion vectorial resulta ficilmente comprensible. De ls figu-

ra 10 se deducen las siguientes ecuaciones:
X; = r.co8. 03 Xg==r.sen. g. -
De donde resulta
L=(X;,X)=(r.cos.o,r.seno)=r.(cos. p,scn o).
como para el vecior e, cuyas componentes designamos con e;, e, se da la
ecuacién €, + e =1, y si por otro lado llamamos |e| a la longitud de e
resulta,
e, =l(el.cos, 03 e; == |e|8en.yp
tenemos entonces: ’
fel* ={e|*.contog + e’ . sen? o =1
Como sélo conocemos longitudes positivas, resulta |e| =1, con lo que
e = (cos, g, sen. ),

y, finalmente,

e re[o]
(3) Es decir, ¢ = constante,

(4) Por tanto, para cualquier funcién @ (c) del vector I' tendremos le
relacién:
Q) =0 (er)=0[r
{5) Con lo que tendremos:
Cirl=E(r]—-K(r]
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ta, igualande a 0 la segunda componente del vector unidad o tam-
bién .

Todas las funciones que se presenten aparecen como funciones
de los puntos del radio determinado por el vector de la unidad
e [p] = (cos ¢, sen ). A cada angulo ¢ corresponde, por tanto,
un punto b, un minimo y un 6ptimo de la explotacién, y dada una
funcién de productividad, también una velocidad de produccién
que es la mag favorable. Caracterizamos a estas magnitudes al igual
que. en el capitulo II, seiialando en cada caso el sentido al poner
© a continuacién entre paréntesis. Estas magnitudes no son, pues,
otra cosa que funciones de @ (6).

Aunqgue el precio de cada uno de los bienes resulte indepen-
diente de la velocidad de produccién, hay que tener en cuenta,
no obstante, que el precio del vector unidad depende del sentido.
Designamos con P [¢@] al precio (7) del vector unidad con un sen-
tido determinado ¢.

Estas advertencias sélo sirven para aclarar el teorema funda-
mental. En principio, con esta proposicién, se resuelve el caso de
la produccién conjunta con una combinacién de cantidades cons-
tante, quedando reducido totalmente al caso de la oferta simple (8).

2. Teoria de la combinacion entre los productos

Acabamos de ver ¢6mo en la produccién conjunta ee aplican
todas las categorias de la produccién simple, desde el momento:
en que conocemos el “sentido”, es decir, la combinacién o propor-

(6) Tenemos que:

b=[p)sq(p)splp)ssle].
(7) Resulta entonces:
P {¢] = P, : cos. ¢ -+ P, sen. ¢

(8) Resulta evidente el que aqui carece de sentido el repartir los costes
totales o sdlo los costes variables entre los diferentes productos. Las diversas
combinaciones de productos aparecen como cantidades diversas de un mismo
producto. Cada velocidad de produccién tiene un coste igual al de la totalidad
del vector de producto si se pregunta: ;Cuénto hay que gastar para alcanzar
la velocidad de produccién correspondiente? Y por otra parte, uma velocidad
de produccién tendra un coste nulo si se pregunta: /cuinto se puede ahorrar
renunciando a la fabricacién de un bien, pero produciendo les otros bienes
en cantidad ilimitada?
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cién en que se producen ambos productos. Supongamos ahora que
el angulo sea variable. Esto significa que nuestra empresa no sélo
sera capaz de adaptarse a la situacién del mercado en lo que se
refiere a la longitud de la produccién, es decir, en lo concerniente
a la cantidad de los productos producidos siendo constante la pro-
porcién en que éstos se combinen, sino que también pedra alterar
esta proporcién y buscar entre todas las combinaciones o propor-
ciones posibles comprendidas entre x, y x, aquella que resulte mas
favorable.

Entonces podremos asignar a cada angulo o sentido una funcién
de beneficio y de productividad, una funcién de costes totales y
sus derivadas, una funcién de costes medios y otra de costes me-
dios variables, que s6lo dependeran de la longitud del vector de
producto en la proporcién correspondiente.

Figura 11.

Podemos, por tanto, asignar a cada proporcién o angulo un

punto b, un minimo de la explotacién, un éptimo de la explota-
cion y una velocidad de producciéon que sea la mas favorable.

La totalidad de los puntos b pertenecientes a todas las combi-
naciones y también del resto de los puntos sefialados, forman cada
uno una curva. Tenemos asi cuatro curvas: la curva b, la curva del
minimoe de la explotacién, la curva del éptimo de la explotaciéon
v la curva de las velocidades de produccién mas favorables. Todas

S T T T .
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estas curvas se caracterizan por el hecho de que su radio vector es
una funcién univoca de la proporcién o sentido. Podemos, por tanto,
designar a dichas curvas por medio de las expresiones siguientes:

blel, plel, qlel, sle].

Los puntos seiialados en el caso unidimensional aparecen, por lo
tanto, como curvas en el caso de dos dimensiones, pero con la si-
guiente limitacién: las velocidades de produccién “mas favorables”
determinadas por s [¢] no son equivalentes entre si. Se las puede
comparar en lo que se refiere al beneficio que se puede alcanzar
con ellas. En realidad sélo se realiza entre las velocidades de pro-
duccién s [¢] aquella que permita el mayor beneficio. Asi, pues,
en el caso general sélo existe un vector de producto que sea el mas
favorable.

Designemos a su sentido con la letra o; entonces s [c] es la ve-
locidad de producciéon mas favorable a realizar.

La figura 11 nos da una idea de lo que hemos expuesto.

Con arreglo a los principios que explicamos en el capitulo se-
gundo, la curva b [¢] se encuentra dentro de q [¢] v ¢ [¢] den-
tro de p [¢]. Por el contrario, en la economia de concurrencia
s [¢] puede seguir su trayectoria fuera de q [¢] (9).

Todas las s que se encuentran dentro de b [¢] implican, en
la economia de concurrencia, una pérdida, y todas las s que se en-
cuentran fuera de p [¢] un beneficio. Si s [¢] sigue su trayectoria
como, por ejemplo, en la figura anterior, en parte dentro y en parte
fuera de p [¢], resulta evidente que el punto mas favorable, s [o],
s6lo se puede encontrar en aquella parte de s [¢] que se encuen-
tre fuera de p [¢].

Si nos encontramos en libre concurrencia se puede asignar a
cada vector de precio un vector de producto s [6] que sea el mas
favorable. Obtendremos entonces la oferta de la empresa como
funcién del vector de precio.

Resultan validos para la produccién conjunta los siguientes prin-
cipios:

XXVII) LA FUNCION DE COSTES TOTALES DE UNA EMPRESA EN
REGIMEN DE PRODUCCION CONJUNTA SE ENCUENTRA CONSTITUIDA DE

(9) s sélo puede seguir su trayectoria dentro de ¢ [p] en un caso idéneo
del monopolio.
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TAL MANERA, QUE SATISFACE, PARA CUALQUIER COMBINACION EN EL SEN-
TIDO DEL PRINCIPIO FUNDAMENTAL (10) DE LA PRODUCCION CONJUNTA,
LAS LEYES DE LA PRODUCCION SIMPLE.

XXVIII) Los PUNTOS SENALADOS EN LA PRODUCCION SIMPLE CO-
RRESPONDEN A LAS CURVAS SENALADAS EN LA PRODUCCION CONJUNTA
DE pos BIENES. (En general: (n —1) variedades dimensionales en
la produccién conjunta de n bienes.) Ademas nos conduce al si-
guiente principio de la produccién conjunta:

XXIX) A CADA LONGITUD DE LA PRODUCCION LE CORRESPONDE
UNA COMBINACION DE PRODUCCION QUE ES LA MAS FAVORABLE; DE ES1E
MODO QUEDA DEFINIDA LA CURVA DE LAS COMBINACIONES PRODUCTIVAS
MAS FAVORABLES. DICHA CURVA Y LA DE LA LONGITUD MAS FAVORABLE
DE LA PRODUCCION, DETERMINAN EN SU PUNTO DE INTERSECCION EL
VECTOR DE PRODUCCION MAS FAVORABLE DE LA EMPRESA, ES DECIR, SU
OFERTA (11).

La demostracién definitiva de este principio se ofrece mas aba-
jo en el principio XXXI.

Observames que el nuevo elemento que la produccién conjunta
introduce en todas nuestras consideraciones es la combinacién o
proporcién en que entran los productos. Este hecho resulta también
valido para el caso en que se produzcan simultineamente mas de
dos bienes. En lo que se refiere a la proporcién o combinacién las
categorias de la produccién simple son indeterminadas. Tampoco
permiten una definicién adicional y légica, que tuviese como con-
secuencia una determinacién univoca. Sélo el vector del producto
mas favorable es definido como éptimo no sélo con respecto a la
longitud o duracién, sino también con respecto a la combinacién
o proporcion. ‘

Con todo lo expuesto queda resuelto el problema que nos ha-
biamos planteado respecto a la produccién conjunta, incluso para

(10) Principio (XXVI).

(11) En lo que se refiere al principio de la satisfaccion de las necesidades,
hay que sehalar aqui que también en la economia monopolistica resulta nece-
sario un principio subsidiarie adicional, en el sentido de que se realice dentro
de las mayores velocidades de produccién posibles (cada combinacién tiene una
tal velocidad de produccién), aquella que tenga los costes medios mas bajos.
Ademas de la longitud de la produccién hay que determinar también la com-
binacién en que entren los productos.
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el caso general. Podemos hacer, sin embargo, una generalizacién del
principio fundamental, y también del principio XXVIII (en la hi-
potesis de que todas las funciones que aparezcan accesoriamente
sean continuamente diferenciables). Resulta igualmente vilido el
principio fundamental para el caso en que la proporcién no sea
constante, sino una funcién normal y univoca de la longitud. En
estos casos las funciones econémicas (beneficio, productividad, cos-
tes) no vienen definidas a lo largo de un radio, sino de una curva.
Como velocidad de produccién se conserva la longitud del vector
del producto correspondiente en cada caso.

La conclusién fundamental que podemos obtener de lo hasta
ahora expuesto sobre la produccién conjunta es la siguiente: Si se
definen adecuadamente los conceptos de “longitud” y “sentido” del
vector del producto, se podrin aplicar a la produccién compuesta
todas las afirmaciones hechas respecto a la produccién simple. La
produccion compuesta no aparece coordinada a la produccién sim-
ple sino superpuesta a esta ultima. La produccién simple es un caso
especial de la produccién compuesta. Y precisamente, y esto es lo
decisivo, la teoria de la produccién simple se encuentra compren-
dida totalmente en la teoria de la produccién conjunta. La teoria de
la produccién compuesta contiene, ademas, elementos que no se
encuentran en la teoria de la produccion simple. Estos elementos
estan conectados con el concepto de “sentido” del vector del pro-
ducto. Podemos, pues, formular el siguiente principio:

XXX) PARA LA TOTALIDAD DE LA PRODUCCION RESULTA VALIDA
LA TEORIA DE LA VELOCIDAD DE PRODUCCIGN. PARA LA PRODUCCION
CONJUNTA RESULTA VALIDA, ADEMAS, LA TEOR{A DE LA COMBINACION EN
QUE ENTRAN 1LOS PRODUCTOS.

11

En el caso de la producciéon conjunta, los costes totales y la
productividad dependen de ambos bienes. Como las velocidades de
produccién podemos representarlas como funciones de la longitud
y del sentido del vector del producto, podremos decir también: los
costes totales y la productividad son funciones de la longitud y del
sentido del vector del producto.
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En la exposicién que sigue vamos a suponer que conocemos la
longitud del vector del producto. Entonces las magnitudes mencio-
nadas s6lo dependen de la combinacién de la produccion. En este
caso podemos considerar a los costes totales y a la productividad
como funciones de la combinacién ¢ de la produccién. Tiene aqui
una importancia decisiva el que el angulo @ sélo puede variar entre
0° y 90°, es decir que las funciones mencionadas sélo se encuen-
tran definidas en un sector limitado. Si medimos el arco de curva-
tura del angulo ¢, podremos decir: las funciones mencionadas se

. I3 . ™
encuentran definidas sélo en el intervalo [o,;] :

Lo mismo resulta valido para todas las funciones constituidas
a base de la funcién de la productividad y de la de los costes tota-
les en cualquiera de las formas que no contradigan al principio de
la continuidad, o sea, que se puedan derivar. De este hecho y de
la hipétesis hecha mas arriba, de que todas las funciones en cues-
tion han de ser diferenciables, se infiere el importante principio
siguiente:

XXXI) LA FUNCION DE LA PRODUCTIVIDAD Y DE LOS COSTES TO-
TALES, ASf COMO SUS COMPONENTES Y DERIVADAS, TIENEN SIEMPRE UN
MINIMO Y UN MAXIMO EN EL SECTOR DE DEFINICION DE LA VA-
RIABLE .

Esto también resulta valido para la funcién del beneficio. De
donde se deduce que siempre existe una combinacién de produc-
cién que es la mas favorable, indiferentemente de como se encuen-
tren constituidas las funciones de la productividad y de los costes
(cf. principio XXX). Por consiguiente, las Empresas, para poder
funcionar, no necesitan presentar en lo que se refiere a la combi-
nacién o proporcién de los productos, a diferencia de lo que
ocurre con la velocidad de produccién, ningunas propiedades es-
peciales en sus funciones de costes totales.

I

Vamos a sefialar de nuevo la significacion de las coordenadas
polares que ya utilizamos, para poder llevar a cabo de este modo
una ampliacion de la teoria de la combinacién o proporcién en
que entran los productos en la produccién.
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Las coordenadas polares son un caso particular de las coorde-
nadas curvilineas. Estin constituidas por un haz de rectas, que
pasan por el origen, y un conjunto de circulos concéntricos al ori-
gen. Cada punto del plano se representa por el punto de intersec-
cién de una circunferencia y una recta. La consideracién de la
longitud del vector del producto, dada una combinacién de pro-
ductos fija, no es otra cosa que la consideracién de las funciones
que nos interesan a lo largo de una recta. La teoria de la combi-
nacién o proporcién de los productos no es mas que la investiga-
ciéon de dichas funciones a lo largo de una circunferencia.

Acabamos de decir que las mismas leyes que resultan validas
para las funciones a lo largo de una recta que pasa por el origen,
son también validas a lo largo de una curva que defina la combina-
cién o proporcién como una funcién continua univoca de la lon-
gitud del vector del producto. Es facil observar que la considera-
cion a lo largo de una recta que pase por el origen sélo es un caso
particular de la consideracion general. La recta define, por tanto,
la combinacién o proporcién como una constante respecto a la
longitud.

De la misma manera se puede generalizar la consideracion a lo
largo de una circunferencia, La circunferencia es una curva que
define la Jongitud como una constante con relaciéon al angulo. Los
principios que tienen validez a lo largo de una circunferencia
conservan su validez cuando en lugar de una circunferencia se
considera otra curva que satisfaga la condicién de definir a la
longitud como funcién continua univoca del angulo.

Por tanto, podemos sustituir las rectas por un haz de curvas
adecuadas que no se corten, e igunalmente las circunferencias por
otras curvas, también adecuadas, que tampoco se puedan cortar (12).

La primera posibilidad no tiene para nosotros ninguna rele-
vancia, pero si la segunda. En el siguiente apartado expondremos,
por tanto, la determinacién general de la velocidad de produccién
mis favorable en la produccién compuesta segun el principio
cconémico del lucro, considerando para ello un sistema de coor-

(12) Cada uno de estos haces de curvas debe satisfacer la condicién de
que sus curvas no se corien. De otro modo no se cumpliria la condicién de
la relacién univoca ¢ inversa entre los puntos y sus coordenadas.
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denadas curvilineas consistente en rectas que pasen por el ori-
gen y en curvas que definan la longitud como funcién continua
univoca de la combinacién de los productos. De este modo, por
medio de una constitucién geométrica ya conocida en la eco-
nomia teorética, podremos obtener la velocidad de produccién mas
favorable en la produccién compuesta utilizando los resultados de
la produccién simple v el principio XXI de la teoria de la combi-
nacion de los productos.

v

l.—La combinacion de las dos velocidades de produccién x;,
x, se representa en el plano por un punto cuyas coordenadas son
x;, %, . Imaginémonos que todos los puntos que tengan iguales cos-
tes totales se encuentren unidos por una curva. Obtenemos asi en
nuestro plano un haz de curvas. Cada curva viene caracterizada por
ser el lugar geométrico de todos los niveles de produccién con igua-
les costes totales. Podemos denominarla curva isocostes. Tenemos
que considerar de manera mas determinada la estructura de tal tipo
de curvas. Para ello, y con el fin de simplificar, vamos a suponer
que los costes totales son monétonos en sentido estricto.

Antes que nada hagamos una importante afirmacién: ninguna
curva isocostes puede ser cortada por otra curva de la misma clase.
Ya que entonces un vector tendria una intensidad mayor que otro
vector mas caro (13), lo que, en virtud de la monotonia, resulta im-
posible. A consecuencia de la monotonia en sentido estricto, cada
cambinacién posee sélo un punto cuyos costes totales tengan una al-
tura conocida previamente. Las curvas isocostes definen, por tanto, a
su radio vector como funcién univoca de la combinacién de los
productos que, con arreglo a la hipdtesis de regularidad de la
funcién de costes totales, también es continuamente diferenciable.
Entre todos los vectores que son definidos por una curva de tal
tipo como vectores de productos con iguales costes totales, no
pueden darse dos vectores, de los cuales el uno se encuentre con-

(13) Cf. cap. L
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tenido en el otro, sin que ambos coincidan. Todos los vectores
isocostes tienen la misma intensidad. Es decir: dos radios vec-
tores cualesquiera de una curva isocostes se encuentran comstitui-
dos de tal manera que cuando uno de ellos tiene una primera
componente x; mayor que el otro, su segunda componente x, debe
ser menor que la del otro (14). De modo que la curva define a x,
como una funcién descendente monétona de x,, y vieeversa. Un
haz de vurvas de tal tipo tendria aproximadamente la estructura
que se encuentra indicada en los dos grificos de la figura 12.

X2 X2
ol 7] X
Figura 12.

Por tanto, las curvas isocostes pueden ser coéncavas hacia arriba
o hacia abajo.

Dichas curvas cumplen la condicién de definir a sus radios vec-
tores como funciones univocas de la combinacién de los productos.
A lo largo de dichas curvas resultan, por tanto, validas leyes ana-
logas a las que se dan en las circunferencias concéntricas. Junto
con el haz de rectas que pasan por el origen nos ofrecen un sistema
de coordenadas curvilineas.

(14) x es definida por la curva como funcién de x, y viceversa, resultan-
do siempre:
dx1 dx.
—_ < 0
dxz dxx

Si la curva isocostes tiene, por ejemplo, el punto %, en el eje N.° 1 y el h: en

<0

el eje N.° 2, se encontrard comprendida dentro del rectingulo:
0,0), (h,0), (hy, k), (0,h).
Dentro de este rectingulo decrecerdi monétamente, pudiendo seguir en el
resto cualquier trayectoria. :
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Vamos a considerar ahora la funcién del ingreso. Para ésta se
pueden construir curvas de combinaciones de productos de igual
ingreso que unan todos aquellos niveles de produccién que tengan
el mismo ingreso. Estas curvas pueden tener estructuras muy dife-
rentes (15).

Si colocamos el haz de las curvas isocostes sobre el de las de
combinaciones de productos de igual ingreso, cada curva isocostes
serd cortada por un nimero infinito de curvas de combinaciones
de productos de igual ingreso, y al contrario. A cada curva de com-
binaciones de productos de igual ingreso corresponde una curva
isocostes interna que tiene un punto comin con la curva de combi-
naciones de productos de igual ingreso. Dicho punto sera entonces el
nivel de produccién que logra un determinado ingreso con unos cos-
tes totales minimos. El lugar geométrico de todos esos puntos es una
curva. Esta curva es idéntica a la que aparece cuando se unen entre
si aquellos puntos de las curvas isocostes que corresponden . en cada
caso a los ingresos maximos. Denominamos a esta curva curva de
las combinaciones mas favorables entre los productos o de las com-
binaciones en que se consigue el equilibrio de la produccién con-
junta, con lo que observamos que la combinacién la hacemos va-
riar no a lo largo de una circunferencia sino a lo largo de la curva
isocostes. Sobre dicha curva debera encontrarse también el punto
del nivel de producciéon mas favorable. Como, ademas, dicho punto
también debera estar situado sobre la curva de las velocidades de
produccién mas favorables, lo obtendremos como punto de inter-
seccién de las curvas de las combinaciones mas favorables entre
los productos y del de las longitudes mas favorables s [¢].

Si existe libre concurrencia, las curvas de combinaciones de
productos de igual ingreso aparecen como rectas paralelas que
cortan porciones de los ejes nimero 1 y nimero 2, que se compor-
tan de manera inversa a como lo hacen los precios correspon-
dientes.

Los puntos de la curva de las combinaciones mas favorables
entre los productos vienen determinados por los puntos de tangen-
cia de dichas rectas y de las curvas isocostes, con lo que la curva

(15) Podrén ser, por ejemplo, curvas cerradas que se encuentren situadas
alrededor de un punto, el miximo de la funcién de ingreso.
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isocostes debe seguir una trayectoria comprendida entre la recta
y el origen. Si una recta no tiene tal punto de tangencia con una
curva, el punto de la combinacién mas favorable entre los produc-
tos se encontrara sobre uno de los dos ejes. Si las curvas isocostes
son céncavas hacia arriba no podrd haber para ninguna combina-
cién de precio un punto de tangencia de la indole descrita (16}.
De aqui se deduce el siguiente principio:

XXXII) SI1 LAS CURVAS ISOCOSTES SON CONCAVAS HACIA ARRIBA,
NO PODRA EXISTIR NUNCA EN LA LIBRE CONCURRENCIA PRODUCCION
CONJUNTA, SINO QUE SE PRODUCIRA SOLAMENTE O EL BIEN N.° 1 0 EL
pIEN N.° 2,

La figura al margen nos ofrece la construccién (17) de la curva

’Kq

g Curvas /socosles
~=~== Curvas de igual ingreso
werne  CUrva de las combinacione«
productivas mds favorables

Figura 13.

(16) Por consiguiente, la recta tangente de combinaciones de igual ingreso
se encontraria situada entre la curva isocostes y el origen, es decir, preci-
samente al contrario de la condicién establecida.

(17) El método de las curvas de indiferencia fué utilizado primeramente
en la economia teorética por Edgeworth, y ya, con pleno éxito, por Vilfredo
Pareto (¢f. V. Parero, Manuel d’économie politique, Paris, 1927, 2* éd., pa-
gina 540, apartado 1).
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de las combinaciones mas favorables entre los productos en la
economia de concurrencia.

Esta construccién nos permite la sencilla determinacién del
vector del producto més favorable; superponiendo los dos haces
de curvas, obtenemos la linea que une a los puntos de tangencia
como lugar geométrico para el mnivel de produccién mas favorable
que buscamos. Este lugar geométrico es también unidimensional
para mis de dos bienes; es, por tanto, una curva espacial. La cons-
truccion descrita elimina del problema la combinacién descono-
cida del vector del producto mdis favorable. La curva de las com-
binaciones mas favorables entre los productos define a la combina-
cién como una funcién univoca de la longitud. Si tenemos en
cuenta el principio adicional del teorema XXVIII, veremos que
por medio de aquella construccién el caso general de la produc-
cién conjunta se reduce al caso especial de las relaciones de can-
tidades unidas entre &i, y de éste, con arreglo al teorema XXVI, al
caso de la produccién simple de un solo bien. A lo largo de la
curva de las combinaciones mas favorables entre los productos. se
determina, con arreglo a la teoria de la produccién simple, la lon-
gitud mas favorable. Esto puede obtenerse considerando a la fun-
cién de los costes totales y del ingreso a lo largo de esa curva.
Pero se pueden también practicar las siguientes simplificaciones:
Escojamos un bien; por ejemplo, el nmimero 1. La curva de las
combinaciones mas favorables entre los productos define la veloci-
dad de produccién del bien niimero 2 como funcién de la veloci-
dad de produccién del bien mimero 1. Consideramos, por tanto,
a los costes totales y al ingreso de ambos bienes sé6lo como funcio-
nes de la velocidad de produccién del bien nimero 1. Con ello, nos
encontramos precisamente dentro del caso general de la oferta
simple y procedemos segiin las reglas conocidas.

3. Los costes como funcién no transformada de ambas velocidades
de produccion

I

En los dos primeros apartados, para explicar la teoria de la pro-
duccién compuesta, dimos un rodeo a través de las coordenadas
polares, ya que sélo asi podiamos demostrar que los conceptos de

19
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la produccién simple también resultaban validos para la produc-
cién compuesta. Ademas, dicha disquisicién nos permitié hacer una
descripciéon de la funcién de costes totales para la produccién con-
junta, mucho mais sencilla y profunda de lo que hubiese sido po-
sible en otro caso. Sin embargo, a veces resulta mas ventajoso el
considerar a la produccién conjunta con arreglo al sistema de coor-
denadas rectilineas, en su dependencia respecto a la velocidad de
produccién de cada uno de los bienes. Este serd concretamente el
caso ante el que nos encontraremos en el préximo apartado, donde
habremos de considerar la teoria del precio compensatorio entre
las explotaciones. Por tanto, en dicho apartade vamos a estudiar
los costes y el ingreso como funciones de las velocidades de pro-
duccién de los bienes N.° 1y N.° 2,

1I

1. La funcién de costes totales es aqui: K=K (x,, x,). No
necesitamos referirnos a sus propiedades, ya que éstas se deducen
de los dos apartados anteriores.

Sélo trataremos aqui una cuestién, a saber: si resulta posible
repartir racionalmente los costes totales, en el caso general de la
produccion conjunta, entre cada una de las velocidades de produc-
cién, Esta posibilidad la hemos negado anteriormente (ver nota 8)
para el caso en que los bienes se produzcan en una proporcién fija.
Para el caso general, en principio, resulta valida la misma afirma-
cién. En primer lugar: resulta siempre imposible distribuir los cos-
tes proporcionalmente. En lo que se refiere a los costes variables
resulta Jo siguiente:

Los costes variables para una determinada velocidad de pro-
duccién deben cumplir dos condiciones: han de indicar lo que se
economiza, en el caso de que dicha velocidad de produccién no se
realice; y deben mostrar cuanto hay que sacrificar para que pueda
ger realizada tal velocidad de produccién. Sélo cuando los costes
variables puedan ser distribuidos entre ambos bienes de manera tal
"que se satisfagan univocamente esas dos condiciones, podran ser
consideradas las dos partes como costes variables de cualquier ve-
locidad de produccién. Se observa que tal distribucién univoca de
los costes variables sélo resulta posible cuando la funcién de costes
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variable aparece como la suma de dos funciones, de las que la una
s6lo depende de x, y la otra, a su vez, s6lo de x, (18).

2. Definimos como funciones de costes marginales del bien N.° 1
o del N.° 2 a las derivadas parciales de la funcién de costes totales
respecto a x, o respecto a x,. Las designamos con las letras K’; y K',,.
Ambas funciones de costes marginales dependen tanto de x, como
de x,. A las derivadas de dichas funciones, con respecto a ambas
variables, las designamos K”;, , K”;, , K”,; y K", , donde por ser
continuamente diferenciable la funcién de costes totales se dara la
igualdad K”;, =K”,;. A K”,;, lo denominamos crecimiento del
coste marginal del bien N.° 1 y a K”,, crecimiento del coste mar-
ginal del bien N.° 2.

Las funciones de los costes medios podrian definirse de mane-
ra andloga, pero aqui carecen de importancia.

I

En el caso de libre concurrencia la funcién del ingreso tiene
la siguiente forma:

E(x,, %) =%, P, 4+, P,

En el caso del monopolio se puede distinguir un caso general,

(18) Los costes variables x: y x: son: K (2, zy).

Si no se produce x: tendremos los costes variables Ky (0, x1).

Se economiza, por consiguiente:

Ky (71, 25) — Kpp {0, 23
Si no se produce x., se economizara
Ku (xl, xﬂ) —_ Kn (xx, 0)
Si no se prodnce ni x: ni x:, se economizara Ky (%1, xa).
En general, tendremos
Kyt (#15 #3) % Ky (215 %3) — Ky (05 %) + Kpg (@1 ) — Ky (1, 0),
es decir, en general:
Kn (xl, x2) 9& Kn (xx, 0) + Kn (09 23).
La igualdad sélo se da cuando Ky (%1, x:) se puede representar como suma
de fanciones que s6lo consten de una variable cada una, es decir, cuando se
pueda escribir:
Ky (15 z2) = Ky, (21) + Ky, (%) »

Por tanto, sélo en este caso es posible una suma de los costes variables de

cada uno de los bienes.
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donde el precio de un bien depende de la oferta de ambos bienes,
y un caso especial, donde e] precio sélo depende de la oferta del
bien que le corresponde.

Definimos los conceptos de “ingreso marginal” y “crecimiento
del ingreso marginal” al igual que lo hicimos con los conceptos
correspondientes para los costes.

En el caso de la libre concurrencia el ingreso marginal de cada
bien es igual a su precio, el crecimiento del ingreso marginal es
igual a cero.

De manera analoga se obtiene la representacién de la funcién
de beneficios. '

v

Consideremos la determinacién del vector de produccién mis
favorable en el caso de la concurrencia, designando a las compo-
nentes de dicho vector con las letras s, , s, . El beneficio sera aqui
maximo, cuando las dos ecuaciones

P, =K' (s1, 55)3 P, =K', (s;, s5)

son satisfechas, lo que obtenemos al diferenciar (19) la funcién de
beneficios. Obtenemos asi dos ecuaciones, en las que hay que calcu-
lar las dos incégnitas s; y s, . Dichas ecuaciones contienen el teo-
rema siguiente, constituido con arreglo al principio correspondiente
de la produccién simple: )

XXXIII) Si EXISTIENDO EL PRINCIPIO DEL LUCRO ECONOMICO NOS
ENCONTRAMOS EN R£GIMEN DE PRODUCCION CONJUNTA Y DE LIBRE CON-
CURRENCIA, EL NIVEL DE PRODUCCION MAS FAVORABLE DE CADA BIEN
TENDRA UNOS COSTES MARGINALES QUE SERAN IGUALES AL PRECIO CO-
RRESPONDIENTE.

Una condicién subsiguiente para que el beneficio sea miximo

(19) Diferenciamos:
G, x:) =2, . P, + 2, -Paj'—K (%1, %1)
respecto a % y Xz y obtenemos

3G 3G

=Py — K’xi = Pz — K%

S

Para 2, = S; y %, = S. deben desaparecer las dos derivadas de G.
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es que los crecimientos del beneficio marginal sean negativos (20).
De aqui se deduce un teorema analogo al principio correspondien-
te de la produccién simple.

XXXIV) BaJjo ras HIPOTESIS DEL PRINCIPIO XXXIII LoS CRE-
CIMIENTOS DE LOS COSTES MARGINALES EN EL NIVEL DE PRODUCCION
MAS FAVORABLE, SON POSITIVOS.

Las consecuencias que se deducen de esto no es necesario for-
mularlas especialmente, ya que se infieren, en general, de la con-
sideracién de las coordenadas polares.

La tercera condicién para que el beneficio sea maximo, es que
el determinante de Hesse de la funcién de heneficio, sea positivo.
Esta condicién, sin embargo, no sirve ya a la teoria econémica.

\

Vamos a considerar ahora la determinacién del mivel de pro-
duccién mas favorable en el caso de que exista un monopolio, con
la denominacién a) para el caso general, y con la denominacién b)
para el caso especial.

a) G(x,, x;) =x,.P; (1, x5) +x2.P2(x1, x;) —

—'K(x1a xz)
G'lle.P’1,1+P1+x2.P'2s1——K'1
G,=x,. P, ,, + P+ x,.7,,,—K,.

Para el nivel de produccién mas favorable resulta:

Ki=P +s.P,4+s5.P,,,;.
K,=P, +s;,.P1,,+ 5,.P,,,.

(20) Tiene que darse que:

3G .

T
y

3G .

—8—E—=—"Kn<0
per lo que:

K"u>0yK”u>0
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P, .1y P, resultan negativos sin ningiin género de duda. Con
arreglo a una nota que se encuentra en el primer capitulo de nues-
tro trabajo, se puede averiguar si P’, ,, y P, ,, son negativos o po-
sitivos, Si los dos bienes N.° 1 y N.° 2 son sustitutivos, las dos de-
rivadas parciales serdn negativas; entonces los costes marginales
de la velocidad de produccién mas favorable en este caso general
del monopolio seran, con toda seguridad, menores que el precio.
Si ambos bienes son complementarios entre si, las dos derivadas
seran positivas; entonces no se podra averiguar ei los costes mar-
ginales son menores o mayores que el precio. Obtendremos resul-
tados analogos para el caso en que los dos bienes no sean ni susti-
tutivos ni complementarios, i consideramos las diversas posibili-
dades de la elasticidad de la demanda. En general, podemos decir:
si una derivada parcial P’; ,, 6 P/, ,, es negativa, el precio de mo-
nopolio P, 6 P, sera mayor que los costes marginales de la veloci-
dad de produccién mas favorable. Si una derivada parcial P/, ,,
o P’,,, es positiva, no se podra afirmar nada sobre la diferencia
entre precio y costes marginales.

b) En el caso especial del monopolio resulta:

Gxy, x) =2, . Py (%1) +2,. P, (%) —K (x4 25)
G,= P, (xy) 4+ x,.P, (x,) — K,
G,= P, (x;) +x,.P, (x;) —K',

aqui nos percatamos inmediatamente, que los costes marginales del

nivel de produccién mas favorable son menores que el precio.
(Con estos dos resaltados no se modifica en absoluto la teoria

expuesta en los dos primeros apartados, sino que se completa.)

VI
Finalmente, digamos unas palabras respecto al principio de la
satisfaccién de las necesidades. Hemos visto mas arriba que en el
caso de la produccién conjunta debe darse siempre un principio
subsidiario que contiene una afirmacién en lo que se refiere a la

duracién del proceso productivo, pero no respecto a las combina-
ciones en que entran los productos. Este principio es claro que
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no resulta valido para el caso en que las cantidades hayan sido de-
terminadas de antemano, Aqui, del principio de la satisfaccién de
las necesidades, se deduce que el precio del vector unidad es igual
a los costes medios para el nivel de produccién correspondien-
te (21). Con arreglo al principio de la satisfaccién de las mnecesi-
dades no resulta posible una determinacién de los precios de los
bienes N.° 1 y N.° 2.

4. Teoria del precio de compensacion entre explotaciones

1

Vamos a tratar ahora un problema que tiene importancia, tan-
to desde el punto de vista de la economia politica como desde el
aspecto de la economia de la empresa. Es el problema del precio
de compensacién entre empresas, que vamos a considerar en sus
rasgos mas esenciales. '

Imaginémonos una empresa, que presente la siguiente estruc-
tura: consta de dos explotaciones: la explotacion N.° 1 y la ex-
plotacién N.° 2. La explotacién N.° 1 fabrica el bien N.° 1, que es
utilizado por la explotacién N.° 2 como medio de produccién, por
ejemplo, como elemento de la explotacién; la explotacién N.° 2
fabrica el bien N.° 2, que ofrece en el mercado. Vista de forma
general, se trata aqui de la produccién de dos bienes por una em-
presa, es decir, de un caso particular de la produccién conjunta.
Las dos explotaciones aparecen, sin embargo, como completamen-
te independientes. Podrian constituir también dos empresas inde-
pendientes y separadas por el mercado, con lo que la explotacién
N.° 1 resultaria quiza abastecedora de la explotacién N.° 2.

Vamos a suponer, ademas, que la explotacién N.° 2 paga un
precio a la explotacion N.° 1 por los productos N.° 1 suministrados.
A este precio lo denominamos precio compensatorio. De este modo
debemos llegar a la conclusién de que la explotacién N.° 2 posee

(21) Por consiguiente:
K (ﬁh, X2)

Va4 ah
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un calculo de costes independiente y que su velocidad de produc-
cién viene regulada, por tanto, por las leyes generales de los cos-
tes. Nos preguntamos entonces, y la respuesta a esta pregunta es
la tarea propia de este apartado, jcuil ha de ser la altura de este
precio compensatorio? Con esto viene implicada otra pregunta:
¢Cémo se regula la velocidad de produccién de la explotacién
N.° 1? La respuesta a estas dos preguntas la obtendremos paula-
tinamente, comenzando con hipétesis simplificadas,

I

Vamos a suponer, en primer lugar, que el producto N.° 1 no
es apto para su venta en el mercado, es decir, que no puede ser
ni vendido ni comprado. La explotacién N.° 1 produce precisa-
mente del producto N.° 1 la cantidad demandada por la explota-
cién N.° 2. La explotacién N.° 2 produce el bien N.° 2 y lo ofrece
en el mercado. La empresa total sélo aparece, pues, como produc-
tora del bien N.° 2. Para determinar cuil es la cantidad de dicho
bien a producir por la empresa total para lograr ¢l maximo be-
neficio, es decir, para averiguar la velocidad de produceién mas
favorable de 1a empresa, no necesitamos tener en cuenta la divisién
de dicha empresa en dos explotaciones. Podemos fijar los costes
totales de dicha empresa como productora del bien N.° 2 y calcu-
lar la velocidad de produccién mas faverable con arreglo a la for-
ma habitual, siguiendo el teorema fundamental del principio del
lucro econémico. Este es el punto de partida. Es necesario que se
dé la condiciéon de que el precio compensatorio existente entre la
explotacién N.° 1 y la explotacién N.° 2 esté constituido de tal ma-
nera, que la explotacién N.° 2, cumpliendo las leyes de los costes,
realice precisamente la velocidad de produccién s y ninguna otra.
Ya que si realizase una velocidad de produccién distinta, el bene-
ficio bruto logrado no podria alcanzar un maximo. Un precio com-
pensatorio que influya sobre la estructura de los costes de la ex-
plotacién N.° 2, de modo que se realice una velocidad de produceién
distinta de la velocidad de produccién s, que es la mas favorable
para la empresa total, debe, segin lo anterior, considerarse como
falso. El producto de la empresa total es idéntico al producto de
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de la explotacién N.° 2. La empresa total entra en relacién con el
mercado a través de la explotacion N.° 2. Como la explotacién
N.° 2 debe regirse por las leyes generales de los costes, se deduce
para dicha explotacién, como motivo determinante del nivel de
produccién, el teorema fundamental del principio del lucro eco-
némico. Los costes marginales de la explotacién N.° 2 deben ser
iguales al ingreso marginal cuando la explotacién N.° 2 realiza la
velocidad de produccién mas favorable s. Pero como el ingreso
marginal de la velocidad de produccién s es igual a los costes mar-
ginales de la empresa total, y, como ademas esa condicién resulta
vilida para cualquier funcién de ingreso que pudiese tener la em-
presa, obtendremos en consecuencia la importante afirmacion de
que los costes marginales de la empresa total y los costes margi-
nales de la explotacién N.° 2 deberin ser siempre iguales entre si,
es decir, que las funciones de costes marginales de la empresa total
y de la explotacién N.° 2 serdn idénticas. Pero esto significa (ya
que las funciones de costes marginales son las derivadas de las
funciones de costes totales) que las funciones de costes totales de
Ia empresa total y de la explotacién N.° 2, deberan ser iguales has-
ta una constante arbitraria.

Consideremos estas dos funciones de costes totales mas deteni-
damente. Se componen de partidas iguales que se suman hasta los
costes del producto N.° 1, que produce la explotacién N.° 1. Aqui
la funcién de costes totales de la empresa total incluye la funcién
de costes totales de la explotacién N.° 1, mientras que la funcién
de costes totales de la explotacién N.° 2 incluye en el mismo lugar
el producto de la cantidad producida por la explotacién N.° 1 y
el precio compensatorio. La afirmacién que hicimos anteriormente
se reduce al principio siguiente: los costes totales de la explota-
cién N.° 1 y el producto de la velocidad de produccién de la ex-
plotacién N.° 1, por el precio compensatorio, deben ser iguales
entre si para todas las velocidades de produccién de la explota-
cion N.° 1 hasta una constante arbitraria. Podemos igualar esta
constante a cero, sin que varie nada ¢l beneficio bruto de la empre-
sa. Entonces los costes totales de la explotacién N.° 1 seran iguales
al producto de la velocidad de produccién de la explotacién N.° 1
por el precio compensatorio. Obtenemos asi el importante princi-
pio siguiente:
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XXXYV) EL PRECIO COMPENSATORIO QUE DENTRO DE UNA EMPRE-
SA CERRADA UNA EXPLOTACION N.° 1 CARGA EN CUENTA A UNA EXPLO-
TACION N.° 2, ES IGUAL A LOS COSTES MEDIOS DE LA EXPLOTACION
N.° 1, BAJO LA HIPOTESIS DE QUE EL PRODUCTO DE LA EXPLOTACION
N.° 1 NO PUEDA CONCURRIR AL MERCADO. Dicho de otra manera: La
EXPLOTACION N.° 1 SUMINISTRA A LA EXPLOTACION N.° 2 CON ARRE-
GLO AL PRINCIPIO DE LA SATISFACCION DE LAS NECESIDADES,

TEOREMA ADICIONAL: EL PRINCIPIO DEL LUCRO ECONOMICO SE MAN-
TIENE PARA LA EMPRESA TOTAL SI SE SUMAN AL PRECIO COMPENSATORIO
EL COCIENTE FORMADO POR UNA CONSTANTE ARBITRARIA POSITIVA Y
NEGATIVA Y LA VELOCIDAD DE PRODUCCION DE LA EXPLOTACION N.° 1.

Al mismo tiempo queda también determinada la velocidad de
produccién realizada por la explotacién N.° 1. Dicha velocidad de
produccién es idéntica a la cantidad demandada por la explotacién
N.° 2 en la unidad de tiempo del producto N.° 1.

ITx

Vamos a alterar ahora una de las hipétesis. Supongamos que
también el producto N.° 1 puede concurrir al mercado, es decir,
que también este producto puede ser comprado y vendido. Con
esta hipétesis la cuestién se complica. Con el fin de simplificar
vamos a suponer que existe libre concurrencia.

En primer lugar vamos a considerar mas detenidamente el re-
sultado del apartado anterior. Hemos visto que en el caso alli
estudiado la totalidad del beneficio hasta una determinada cons-
tante tenia que aparecer en la explotacién N.° 2, para que dicha
explotacién realizase la velocidad de producciéon mas favorable
para la empresa total. Este principio es de validez general. Claro
que €l beneficio bruto de una empresa siempre debe aparecer como
unidad.

Para cada produccién que se lleve a cabo siguiendo el prinei-
pio del lucro econémico, resulta valido el principio:

XXXVI) Las VELOCIDADES DE PRODUCCION MAS FAVORABLES DE

DOS EMPRESAS SERAN IGUALES ENTRE Si CUANDO SUS FUNCIONES DE
BENEFICIO SOLO SE DIFERENCIEN EN UNA DE LAS MACGNITUDES INDE-
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PENDIENTES DE LAS VELOCIDADES DE PRODUCCION, ES DECIR, EN UNA
CONSTANTE,

Esto significa, aplicindolo al problema que aqui estudiamos,
¢ue las funciones de beneficio de la explotacién N.° 2 y de la em-
presa total, sélo debe diferir en una constante; es decir, que la
explotacién N.° 1 debe obtener, a lo mas, un beneficio que sea in-
dependiente del de la produccién N.° 2. En todo caso se mantiene
. ¢l principio econémico cuando el precio compensatorio se fija de
tal modo, que la explotacién N.° 1 no obtiene ningin beneficio.
Este precio compensatorio, que representaria una solucién espe-
cial de nuestra tarea, puede ser modificado cuando la explotacién
N.° 1 obtenga un beneficio constante. A continuacién vamos a ocu-
parnos, en primer lugar, de la solucién especial mencionada. La
general se obtendra por una simple ampliacién.

Vamos a estudiar, por tanto, lo que ocurre cuando ambos bie-
nes son aptos para su venta en el mercado. En ese caso las canti-
dades fabricadas en la unidad de tiempo por la explotacién N.° 1
y las demandadas del producto N.° 2 en dicha unidad de tiempo
por la explotacién N.° 2, no necesitan coincidir. Por tanto, vamos a
designar a la cantidad producida en la unidad de tiempo por la
explotacién N.° 1 con la letra x; , la demandada por la explotacién
N.° 2 con la letra y, y la cantidad producida por la explota-
cién N.° 2 con la letra «, .

La primera afirmacién basica que tenemos que hacer es que la
explotacién N.° 1 es totalmente independiente en nuestro caso
(es decir, cuando existe libre concurrencia y el bien N.° 1 es apto
para su venta en el mercado) en la velocidad de produccién reali-
zada, es decir, en x, de la explotacién N.° 2 y de la velocidad de
produccién demandada y. Debera realizarse aquella velocidad de
produccidn, cuyos costes marginales sean iguales al precio P, de su
bien. Designamos a dicha velocidad de produccion con la letra s, .

Si y es menor que s, la explotacién N.° 1 obtendra un beneficio
por la produccién adicional, de s; —y, sin que varie el beneficio
de la explotacién N.° 2. Si y es mayor que s, la explotacién N.° 1
tendra costes menores cuando compre y —s, de s; que cuando pro-
duzca por si misma la diferencia. De aqui se deduce que los costes
totales de la explotacién N.° 1, que designamos con la expresién
K, (%), que, independientemente de y, importan siempre K, (s;).
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De esto se sustrae el ingreso que se obtiene de la venta de s, — ¥,
o sea, que se ahade la cantidad por el importe de la compra de
¥y —38; ; en ambos casos hay que sumar, por tanto, (y —s,;) P, . El
saldo de la explotacién N.° 1 antes del pago de y asciende, por
tanto, a

K, (s1) + (}"—'31) P,.

Este saldo puede ser positivo o negativo. En el primer caso sig-
nifica costes, en el segundo beneficios. Para que la explotacién
N.° 1 no sufra ni beneficio ni pérdida, la suma que la explotacién
N.° 1 tiene que cargar en cuenta a la explotacién N.° 2 y la que
se obtiene como producto del precio compensatorio V por la can-
tidad demandada y, tiene que ser igual al saldo anterior. El precio
compensatorio puede ser positivo, es decir, cuando se paga por la
explotacién N.° 2 a la explotacién N.° 1, o negativo, es decir, cuan-
do es la explotaciéon N.° 1 la que tiene gue pagar a la explota-
cién N.° 2.

Obtenemos asi:
y. V=K, (s,) +(y—s,) . Py

Pero no es ésta la tnica solucién posible para la determinacién
del precio compensatorio V. Sabemos que el beneficio de la ex-
plotacién N.° 2 puede diferir en una constante del beneficio de l1a
empresa total. Es decir, en las cuentas de la explotacién N.° 1 debe
aparecer un beneficio constante. Tal beneficio constante, es decir,
el beneficio independiente de y y de x, , sera la suma que la explo-
tacién N.° 1 ganaria (o perderia) si vendiese en el mercado la to-
talidad de s, , es decir, s, . P, —K, (s;). Este beneficio lo sumamos
a la cantidad que la explotacién N.° 1 carga en cuenta a la explo-
tacién N.° 2. Tendremos entonces:

y. V=K, () +y.P,—s;, P, +s,.P,—K,(sy) =y.P,
V=>r,.

Obtenemos asi, como resultado ‘de este apartado, el principio:

XXXVII) S1 EL BIEN DE LA EXPLOTACION N.° 1 RESULTA APTO

PARA SU VENTA EN EL MERCADO, Y EXISTE EN ESTE ULTIMO LIBRE CON-
CURRENCIA, EL PRECIO COMPENSATORIO SERA IGUAL AL PRECIO DEL
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MERCADO. Esta es la solucién especial del problema; la general se
obtiene por el principio adicional siguiente: EL PRECIO COMPENSA-
TORIO SE PUEDE DIFERENCIAR DEL PRECIO DEL MERCADO EN EL COCIEN-
TE FORMADO POR UNA CONSTANTE ARBITRARIA Y LA CANTIDAD DEMAN-
DADA EN LA UNIDAD DE TIEMPO POR LA EXPLOTACION N.° 2,

Observamos, por tanto, que bajo los supuestos considerados
resulta indiferente el que las explotaciones se encuentren relacio.
nadas entre &i o separadas por el mercado.

v

Si en el mercado del producto N.° 1 existe monopolio (escoge-
mos el caso especial en que el precio sélo depende de la cantidad
de su propio bien), el beneficio de mercado de la explotacién
N.° 1 sera:

(s, —7y) .Py(s;—y) — Kl (s1)

donde se obtiene s, como funcién de ¥, de la condicién de que di-
cho beneficio sea maximo, es decir, de la ecuacién

(s:—y) Py (s, —y) + Pr(sy—y) —K; (s;) =0,

Aqui s, es independiente de y, es decir, distinto de la velocidad
de produccién que se realizaria, en caso de que la explotacién
N.° 1 fuese independiente. Como entonces el beneficio de mercado
depende también de y, el precio compensatorio también depende-
ra de y.

Resulta entonces:

y°V=K1 (s1) — (8. —) . Py(s;—y)
=K (sy) —s;.Py(s;—y) + y. Py (31_“3’)
$1. Py (s; —y) —K, (s1)

V=P, (s,—y) — y

P, (s; —y) es el precio de mercado del bien N.° 1. Es mayor que
el precio compensatorio V en la cantidad

s; — P, (51_3’) —K, (1)
y
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El numerador de esta expresién depende de y; a diferencia de lo
que ocurre en el caso de la libre concurrencia no resulta aqui posi-
ble ajustar el precio compensatorio al precio de mercado de modo
que se fije un beneficio constante para la explotacién N.° 1 De
forma que en el caso del monopolio, obtenemos en el mercado del
bien N.° 1 un resultado completamente diferente al que se daria
en el caso de que existiese concurrencia. En el caso de que exista
monopolio el precio compensatorio resulta, por consiguiente, to-
talmente distinto del precio de mercado. ‘

Dicho resultado conduce a una importante consecuencia. Si el
precio compensatorio fuese también en el caso del monopolic igial
al precio de mercado, la explotacién N.° 1 podria producir como si
no constituyese una empresa comin con la explotacién N.° 2, apa-
reciendo con un interés econémico independiente. El que no nos
encontremos en este caso, quiere decir que el bheneficio de la em-
presa total, es decir, de las dos explotaciones unidas por interés
comun, es mayor de lo que lo seria la suma de sus beneficios, en
el caso de que fuesen independientes entre si. Podemos formular
el principio:

XXXVIII) S1unN BIEN N.° 1 ES UN FACTOR PARA LA PRODUCCION
DE UN BIEN N.° 2, ESTANDO MONOPOLIZADO EL MERCADO DEL BIEN
N° 1, EL BENEFICIO TOTAL DE LA EMPRESA QUE PRODUCE EL BIEN N.° 1,
Y DE UNA EMPRESA QUE PRODUZCA EL BIEN N.° 2, SERA MAYOR CUANDO
AMBAS CONSTITUYAN UNA EMPRESA UNICA QUE CUANDO SEAN INDEPEN-
DIENTES ENTRE Sf.

\4

Para el caso en que la explotacién N.° 1 produzca varios bienes,
se puede establecer inmediatamente, y con arreglo a la teoria de
la oferta conjunta, una analogia con el caso de la oferta simple
En tanto que dichos bienes no resulten aptos para su venta en el
mercado sélo se podra construir un precio compensatorio en el
gentido de los costes medios. Si los bienes resultan aptos para su
venta en el mercado, sus precios compensatorios en el caso de la
libre concurrencia seran iguales a los correspondientes precios
de mercado (22).

(22) La complicacién de todo lo expuesto en este apartado requiere, para
su més exacta comprensién, una formulacién matematica.
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CAPITULO IV

.

EL DESARROLLO DE LOS COSTES Y LA ESTRUCTURA DE UNA ECONOMIA

La estructura de las curvas de costes es un momento regulador
esencial de la produccién de una empresa, y como el conjunto de
las empresas representa la produccién de una economia, la estruc-
tura de las curvas de costes constituye, junto con las leyes que de
aquéllas se deducen, un elemento muy importante en la construe-
cién del sistema econémico-social. El indicar su importancia es la
misién de este capitulo final.

La. teoria de la produccién conjunta, especialmente el princi-
pio XXX, nos permite tomar como base para todas las ramas de
Ia produccién de una economia el modelo de la produccién simple.
Las afirmaciones que se hagan sobre una economia, basandose en
la hipétesis de la produccién simple, no resultan alteradas por el
hecho de que también exista produccién conjunta sino que, con
arreglo al principio citado, sélo es necesario completarlas. Esto nos
permite llevar a cabo una gran simplificacién en nuestro estudio:
Sélo necesitaremos referirnos, de manera explicita, al problema de
la produccién conjunta, alli donde la relacién o proporcién entre
Jos productos se convierta, de manera inmediata, en objeto de la
teoria.

La complejidad de la materia que vamos a exponer nos obliga
a aplicar el método de abstraccién. Por consiguiente, vamos a des-
cribir, en primer lugar, la situacién en la “economia estatica”,
interpretando el concepto “estatico” de manera estricta en el sen-
tido de Alfred Marshall (23): los tres factores de produccién, el
nivel técnico y el nivel de poblacién y de necesidades se suponen
aqui constantes, Al principio de nuestro estudio vamos a suponer
también que el nimero y la dimensién de las empresas nos vienen
dados de antemano. Investigamos entonces las transformaciones que
sufre dicha economia por las fuerzas actuantes inmanentes, en espe-
cial aquellas variaciones en la dimensién y nimero de las empre-

(23) A. MarsHALL: ODb. cit., pags. 369 a 371: “stationdrer Staat”. Cf. tam-
bién J. B. CLARK, Essentials of economic theorie, 1922, pag. 132: “Imaginary
static Society”.
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sas que conducen a una “estatica equilibrada”. El primer apartado
trata de la tendencia a la concentracién inmanente. En el segundo
apartado se obtiene, a través de la economia estatica, una imagen
aproximada de la economia dinimica, por la variaciones de los
datos supuestos originariamente como constantes, insistiendo fun-
damentalmente en la variacién de la técnica. El tercer apartado
estd dedicado al influjo del progreso técnico cuando la dimension
de la explotacién es creciente.

1. La regulacion de la economia estitica

I

En el capitulo segundo vimos c6mo un cierto nivel general de
precios determina la actuacién de una empresa. En primer lugar
nos vienen dadas la funcién de costes totales y la funcién dé in-
greso de la empresa (24). El principio fundamental de la produc-
cién econémico lucrativa -—en su aplicacién a la economia de con-
currencia, es decir (XVI)— determina la velocidad de produccién
mas favorable, y con ella la oferta (25) de la empresa, que es reali-
zada por un vector de gasto bien determinado (26). Este iltimo
no representa otra cosa que la demanda practicada por la empresa
al nivel de precios supuesto. De modo que el nivel de precios fija
la oferta y la demanda de cada empresa. El concepto “precio” lo
tomamos ampliamente —en el sentido de Cassel—, incluyendo en
él, por tanto, €l salario, el interés y la renta. El nivel de precios
determina también el “equilibrio individual de cada consumideor,
asi como su oferta y demanda. Si sumamos las cantidades deman-
dadas de cada bien por las empresas e individuos demandantes,
obtendremos la demanda total de dicho bien en la economia social
considerada. La totalidad de las cantidades demandadas de todos
los bienes las incluimos en el “vector de demanda” (27). De forma
analoga obtenemos el “vector de oferta”. Ambos dependen del ni-

(24) Cf. cap. 1, apart. 1.°, IIL

(25) Cf. cap. 2, apart. 4, II al final.

(26) Cf. Parero, ManueL: Cap. I, en especial mims. 106 a 133.
(27) Cf. cap. 1, apart. 1.°, II.
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vel de precios supuesto en cada caso o en términos matematicos
del vector del precio (28) supuesto.

Dado un vector de precio cualquiera, los correspondientes vec-
tores de demanda y de oferta seran normalmente distintos. La ley
de la concurrencia ocasiona, sin embargo —y esto podemos afir-
marlo sin mas razonamientos como un juicio seguro de toda Ia teo-
ria econémica moderna—, la aparicién de un nivel de precios, en
el que la oferta y la demanda resultan iguales entre si. De la igua-
lacién de los vectores de demanda y de oferta obtendremos, pues,
matematicamente la determinacién del vector del precio de equi-
librio. Esta determinacién sélo es univoca, sin embargo, hasta un
factor de proporcionalidad: todos los vectores de precios que sean
iguales entre si hasta un factor de proporcionalidad tienen, por
tanto, el mismo vector de demanda y de oferta. Ese factor de pro-
porcionalidad determina la capacidad adquisitiva de la unidad mo-
netaria y dependera de la creacién de dinero.

La igualacién de los dos vectores sefialados es la condicién de
equilibrio para nuestra construceién econémico social. De este modo
se determinan, junto a las relaciones de precios en sentido estricto,
todos los ingresos, todas las cantidades demandadas y ofrecidas,
todos los beneficios y, en general, ]a situacién econémica total de
cada empresa y de cada individuo. Dicha situacién de cada una
de las empresas es —en nuestro supuesto de una dimensién y ni-
mero arbitrarias— muy diferente. Un sector no produce nada en
absoluto, estando parado, ya que los “precios minimos” de dichas
empresas se encuentran por encima de los precios de mercado de
sus productos. A estas empresas podemos excluirlas de nuestro es-
tudio; sélo por sus instalaciones tienen importancia para la econo-
mia total, de modo que hay que incluirlas dentro de “las reservas
que pueden utilizarse en el futuro”. Otro sector produce, pero se
encuentra con costes regresivos y sufre pérdida; la “cuasi-renta”
{(en el sentido de Marshall) que produce no resulta suficiente para
cubrir los costes fijos. Un tercer sector, finalmente, se encuentra
con costes progresivos y obtiene beneficios extraordinarios; a con-
secuencia de un equipo técnico especialmente moderno, una situa-
cién muy favorable, una habil direceién, etc., el precio Sptimo de

(28) Cf. cap. 1, apart. 2.% IV,

20
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dichas empresas se encuentra por debajo del de mercado; su “cua-
si-renta” supera a los costes constantes. Entre los dos grupos lti-
mamente mencionados se pueden también encontrar empresas, cuya
velocidad de produccién mas favorable coincida casualmente con
su 6ptimo.

I1

Vamos a prescindir de la hipétesis de que el mimero y la di-
mension de las empresas venga determinado desde fuera. Es de-
cir, tomamos como situacién de partida una determinada distribu-
cién de las empresas, pero quedando sometida a la accién de las
fuerzas econdémicas, que presenta nuestra construccién econémico-
social. En este caso podemos afirmar, que el equilibrio que acaba-
mos de caracterizar es sélo un equilibrio a corto plazo —un equi--
librio “in the short run”. En el momento en que hemos liberado
a nuestro sistema de la “ligadura” de una distribucién invariable
del aparato de produccidn, se inicia un proceso de transformacién
primero dentro de cada rama de la produccién, y luego entre las
ramas de la produccién. La fuerza motriz es el espiritu de lucro
de cada uno de los individuos integrantes de la economia.

Dentro de cada una de las ramas de la produccién, cada em-
presa aspira a mejorar su aparato de produccién, y a incrementar
sus “vientajas externas e internas” (Marshall), para aumentar de
este modo sus beneficios. Se intenta alcanzar ¢l mejor aparato de
produccién pasible dentro de las circunstancias técnico-sociales
existentes. Las maquinas anticuadas son sustituidas por otras nue-
vas, se introducen nuevos procedimientos de produccién, se retira
el capital de las empresas que poseen una localizacién desfavorable
y se vuelve a invertir en otras mejor localizadas. Se abandonan
aquellas ramas de la produccién que ofrecen reducidas posibilida-
des de beneficios y se buscan aquellas que tienen mejores expecta-
tivas; las empresas que no pueden mantenerse al compas de este
proceso de transfermacién quiebran. A las transposiciones de capi-
tal se unen desplazamientos de la poblacién. De este modo surge
un. procdeso de transformacién muche més amplio y complicado,
que termina por la formacién de un equilibrio duradero —un
equilibrio “in the long run” (a largo plazo).
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Para seiialar las tendencias fundamentales de este proceso va-
mos a aplicar de nuevo el método de abstraccién o aislamiento.
Primero vamos a descartar la existencia de un cambio en la dis-
posicién del suelo, el trabajo y el capital entre las ramas de la
produccién, suponiendo ademés que los distintos factores de la
produccién son homogéneos. La actividad del empresario la con-
sideramos simplemente como una especial forma de manifestacion
del trabajo. Obtendremos en este caso como resultado final, dentro
de cada rama de la produccién, una cantidad fija para la renta, el
interés y el salario —también el salario del empresario—. No pue-
den surgir aqui otras clases de ingreso. Los empresarios ganan lo
mismo que los trabajadores. Todas las empresas se encuentram
igualadas. Todas poseen el mas alto nivel técnico posible. El in-
greso se puede descomponer totalmente en renta, interés y salario.
Si consideramos, 16 que resulta necesario, estas tres clases de ingre-
50 como partes integrantes del coste, tendremos que para cada rama
de la produccién, el ingreso total de cada empresa, sera igual a
sus costes totales. Podemos formular, por tanto, el importante prin-
cipio siguiente:

XXXIX) EN EL EQUILIBRIO ESTATICO CADA EMPRESA SE ENCUEN-
TRA EN EL OPTIMO DE LA EXPLOTACION (29). '

Si prescindimos ahora del aislamiento de cada una de las ra-
mas de la produccién, se operara un desplazamiento de los factores
de produccién de una rama a otra, hasta que exista en todas partes
la misma cantidad para la renta, el interés y el salario, y se utilice
productivamente toda la oferta existente de factores de produccién.
Lo dicho para cada una de las ramas de la produccién resulta va-
lido igualmente para toda la economia social.

El nivel general de precios determina ahora la estructura mas
favorable de una explotacién, o expresindolo de manera mis im-
precisa pero mas corriente, la dimensién de la explotacién; ésta
podemos caracterizarla, de un lado, por la cantidad invertida de
suelo, capital y trabajo, y de otro por la velocidad de produccién
éptima correspondiente. El nivel de precios determina ademaés la
demanda del producto respectivo. La cantidad demandada en la
unidad de tiempo, dividida por la velocidad de produccién 6ptima,

(29) Cf. MarsuaLL: L. ¢, Libro V, cap. 11, apart. 6.
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nos da el nimero de empresas; también depende éste, por tanto,
del nivel de precios, Como dicho niimero es siempre una cifra
entera, nuestras afirmaciones solamente seran exactamente validas
cuando la cantidad demandada sea precisamente un miiltiplo en-
tero de la velocidad de produccién éptima. Si suponemos que esta
tultima es relativamente muy pequefia —lo que tenemos que hacer
como hipétesis necesaria para la “libreconcurrencia®—, habremos
de conformarnos con la inexactitud de una generalizacién y hacer
nuestras afirmaciones sin ninguna restriccién. A través del nimero
de empresas que suponemos que constituyen una explotacién cada
una y que se encuentran produciendo todas en el éptimo de la ex-
plotacién, se determinan la demanda de trabajo, suelo y capital de
cada rama de la produccién. Esta demanda la cubre la empresa
con la oferta existente de factores de produccién. En caso de que
no actie asi subiran los precios de los factores de produccién mas
escasos y bajarin los de aquellos que sean mas abundantes hasta
que se alcance el equilibrio.

Prescindamos, finalmente, de la hipétesis de la homogeneidad
de los medios de produccién: entonces el trabajo, el capital y el
suelo aparecerdan como grupos de factores de produccién que se
encuentran cualitativamente escalonados. La imagen total de la
economia se hace mas complicada. Las explotaciones de una rama
de la produccién no son ya iguales entre si, sino que se diferencian
en su localizacién, calidad de la direccién, etc. Estas diferencias
se hacen sentir de tal forma, que aparecen verdaderas rentas de
gradacién muy variada, que caen en suerte g las empresas favore-
cidas; tienen su origen en las diferencias de precios de los factores
de produccién diferentes en calidad y deben ser consideradas, den-

tro de nuestro sistema, como costes, ya que cada factor de la pro-

duccién es objeto de la demanda (30). Con ello se mantiene nues-
tro principio formal (XXXIX).

... Este principio conduce a una interesante conmsecuencia teoréti-
ca: cada empresa emplea de cada factor de produccién una canti-
dad tal, que la productividad marginal de dicho factor sea igual a
su precio. Si se considera la productividad de la empresa como fun-

(30) Cf. WaLras: Eléments d’économie politique pure, pags. 175 y si-
guientes: “Des capitaux et des revenues”.



SEPBRE.-DICBRE. 1955} FUNDAMENTOS DE UNA TEORIA... 309

cién del vector de gasto, se puede decir también: que cada empresa
realiza un vector de gasto tal, de modo que el gradiente de su fun-
cién de productividad sea igual al vector de precio del gasto. Como
ademais en el 6ptimo de la explotacién los costes totales son iguales
al ingreso total, se obtendra para el conjunto de la economia so-
cial, que en el equilibrio existe una atribucién total del ingreso
social a los factores de produccién con arreglo al principio de la
productividad marginal (31).

I

Hemos mantenido, sin embargo, la imagen de una economia de
concurrencia estitica con la dimensién y el niimero de explotacio-
nes determinado de manera inmanente. Hemos visto c6mo el prin-
cipio econémico lucrativo trae consigo esa determinacién. Pero
afirmamos que cada explotacién deberia conmstituir una empresa
independiente. Ahora vamos a prescindir también de esta hipdéte-
sis y a preguntarnos si en el sistema de la economia de concurren-
cia estatica existen fuerzas que abandonan el principio de la ma-
yor descentralizacién posible y. tienden hacia una concentracién.
~ Tal fuerza existe efectivamente. Actiia primariamente favore-
ciendo una concentracién horizontal de las empresas, y secundaria-
mente una concentracién vertical. Pero dicha fuerza no es en abso-
luto una coaccién contenida en el sistema de la libre concurrencia,
sino s&6lo una tendencia, una “atraccién”. Se manifiesta en primer
lugar por el hecho de que las empresas de una rama de la produc-
cién pueden lograr un mayor beneficio, cuando se asocian en un
monopolio. Sabemos, de acuerdo con el principio (XXI), que el
precio del monopolio es siempre mayor que los costes marginales,
mientras que el precio de concurrencia es igual a éstos. Pero /el
monopolista también podria realizar el nivel de produccién mas
favorable desde el punto de vista de la economia de concurrencia.

(31) Cf. Apéndice A, VII. Igualmente: Moore, Synthetics economics, 1929,
pagina 145. Se opone AFTALION, Les trois notions de la productivité et les re-
venues. “Rev. d’Ec. Pol.” 1911 MavER, art. “Zurechnung” en: H. 4. St, en es.
pecial I, 2, ¢.
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Si no lo hace es s6lo porque con otro nivel de produccién -puede
alcanzar un beneficio mayor. De aqui que del principio del lucro
econdmico surja, dentro de la rama de produccién, una tendencia
a la asociacion monopolistica. Esta tendencia no es una “coaccién
sistemaética”, ya que también funciona la economia de concurren-
cia. La tendencia al monopolio es dnicamente un efecto secundario
del principio del lucro econémico. Esta fuerza hacia la concentra-
cién choca con fuerzas internas, que son tanto mas intensas cuan-
to mayor es el niumero de las empresas que componen una rama
de la produccién. No tiene por qué imponerse y puede ser, en cier-
to modo, despreciada, maxime teniendo en cuenta que las fuerzas
mas importantes que tienden a la concentracién aparecen funda-
mentalmente en la economia dindmica. Ademas del conocido hecho
de que cada monopolio se pueda encontrar amenazado por un di-
sidente, surge una fuerza descentralizadora. Desde el momento en
que una rama de la produccién es monopolizada, sus precios ofre-
cen mayores posibilidades de beneficio que otras ramas de la pro-
duccién, y atraen en medida creciente empresarios a la rama de
la produccién monopolizada (32).

Al principio no existe una tendencia a la concentracién vertical
resultante del sistema. Hemos visto (principio XXXVI), que el
precio compensatorio de una mercancia apta para su venta en el
mercado, es igual al precio de mercado de la economia de concu-
rrencia, y que de una combinacién vertical de dos explotaciones
dentro de la economia de concurrencia no surge ningun beneficio
“sistematico”. Pero si una rama de la produccién es monopolizada,
de acuerdo con el principio (XXXVIII), surge una tendencia a la
integracion de las explotaciones constitutivas de industrias de trans-
formacién. De una concentracién horizontal surge como fenémeno
secundario la combinacién vertical. A ésta se¢ opondrin, por con-
siguiente, los mismos obsticulos que a la concentracion horizontal.
Podemos decir, por tanto, que la forma de organizacién de la eco-
nomia de concurrencia es relativamente estable; no contiene fuer-
zas provenientes del sistema que la impulsen a una transformacién
fundamental.

(32) Cf. BarONE, 1. c., apart. 158: “Potentielle Konkurrenz”.
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2. Los efectos generales de las variaciones dindmicas

Lo que caracteriza especialmente a nuestra economia estitica
es la invariabilidad de la poblacién, de los factores de produccién
y del nivel técnico. Por el “relajamiento” de estas tres “ligaduras”
obtenemos una aproximacién a la economia dindmica (33). Aplica:
mos de nuevo el método del aislamiento, suprimiendo la invaria-
bilidad de la problacién, después la de cada uno de los factores de
produccién y, finalmente, la de la técnica.

Una alteracién de la cifra de poblacién —“ceteris paribus”—
puede efectuarse rapidamente dentro de nuestro sector de estudio:
sélo supondra una alteracién de la combinacién de los bienes pro-
ducidos. Un aumento de la poblacién significa una reduccién o
escasez relativa del abastecimiento. Entonces los bienes de deman-
da inelastica se producirin en cantidad mayor que hasta ese mo-
mento (34), y los de¢ demanda eldstica (35) en cantidad menor que
hasta entonces. Una disminucién de la poblacién tendra un efecto
completamente contrario. Esta claro que ambas tendencias sélo
pueden manifestarse completamente “in the long run”, ya que la
demolicién de las instalaciones existentes que son necesarias en
cada caso, requiere cierto tiempo.

(33) J. B. CLARk (“Essentials of economic theorie”, 1922, pdags. 203 a 206),
distingue 5 tipos de influencias dinidmicas: 1) Crecimiento de la poblacién.
2) Aumento del capital. 3) Variacién del método de produccién. 4) Variacién
en la organizacién de la empresa. 5) Variaciones del gusto. Prescindimos en
nuestro estudio de 5); 3) y 4) los incluimos dentro del concepto de “Variacién
del nivel técnico”; 1) lo dividimos en “Variacién de la poblacién” que sélo
consideramos al principio como variacién de la demanda, y en “Variacién del
trabajo disponible”.

(34) Elasticidad < 1.

(35) Elasticidad > 1.
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I

Entre los factores de produccién podemos dejar al suelo como
constante. Algunas veces es suficiente variar dos factores de pro-
duccién para obtener las consecuencias mas importantes; otras ve-
ces, para una economia dada, hay que considerar al suelo en lo
esencial como una magnitud invariable. Por consiguiente, sélo va-
mos a estudiar las variaciones del capital y el trabajo.

Toda alteracién de la oferta existente de capital o trabajo al-
tera la relacién entre las cantidades de los factores de produccién,
de donde resulta una alteracién en la estructura de la explotacién
6ptima. Surge en cada empresa un proceso de transformacién que,
por supuesto, sélo repercute “in the long run”. Al mismo tiempo
se altera —en la hipdtesis de que la poblacién sea constante— la
situacién de abastecimiento de la economia, lo que conduce a un
proceso de transformacion en las ramas de la produccién, que de-
pende de la elasticidad de la demanda de cada uno de los bienes.

1. Un aumento de capital ofrece a cada empresa la posibilidad
de obtener mayor capital que antes. A corto plazo —“in the short
run”— esto no significa ninguna alteracién de la organizacién de
los medios de produccién indirectos, sino solamente un aumento
de la inversién de capital a corto plazo. Con el transcurso del tiem-
po se lleva a cabo, sin embargo, en cada empresa una “racionali-
zacién” general en el sentido de que la forma de produccién se
hace mas capitalista. La combinacién definitiva de los factores de
produccién hace posible un abastecimiento de bienes de la econo-
mia mas abundante que el anterior, lo que significa nuevamente
un crecimiento de la produccién en comparacién con la situacién
existente con anterioridad al aumento del capital disponible.

La caracteristica especial de cada empresa consiste —como ya
se ha indicado antes— en el hecho de que realiza el 6ptimo de la
explotacién en el equilibrio a largo plazo. Pero aqui resulta vali-
da para cada factor de la produccién —lo que se puede demostrar
facilmente (36)— la ley de la productividad decreciente. es decir,
las productividades marginales disminuyen al crecer la cantidad

(36) Se deduce de la segunda condicién de minime para los costes medios.
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empleada del medio de produccién respectivo. Esto resulta valido
tanto “in the long run” como “in the short run”. Hay que suponer,
por otra parte, que la productividad marginal de un factor crece
generalmente tanto “in the short run” como “in the long run”,
cuando aumenta la cantidad empleada de otro factor de la produc-
cién (37), con lo que en tultimo término tiene lugar un fuerte
aumento. De aqui se deduce para nuestro caso, que cada empresa
alcanza la progresién primeramente por medio de un empleo mis
intensivo de capital. La productividad marginal del capital dismi-
nuye, la del trabajo aumenta. En total, se da un descenso del in-
terés real y un crecimiento del salario real. La empresa obtiene
beneficios extraordinarios. A largo plazo —*“in the long run”— al-
canza cada empresa, por medio de una intensificacién general del
capital, un nuevo déptimo de la explotacién al incrementarse simul-
taneamente la concurrencia. La productividad marginal del capital
(y con ella la del interés real) vuelve a crecer aun cuando no hasta
la altura originaria. La productividad marginal del trabajo —y la
del salario real— también crecen en general. Los beneficios extra-
ordinarios son absorbidos. La posibilidad de un abastecimiento mas
abundante del conjunto de la economia requiere una modificacién
en las distintas ramas de la produccién, produciéndose los bienes
de demanda elastica en una cantidad relativamente mayor que los
bienes de demanda inelastica. En sentido ahsoluto todas las clases
de bienes son producidas en cantidad mayor de lo que lo eran
anteriormente. No se puede averiguar, sin embargo, si el numero
de empresas de cada una de las ramas de la produccién ha aumen-
tado o disminuido, ya que sin un conocimiento mis exacto de cada
una de las funciones de produccién no se puede establecer si los
nuevos resultados ptimos son mayores o menores que los antiguos.
La participacién relativa en el producto social que corresponde al
trabajo en el proceso de distribucién de la economia de concurren-
cia, ha crecido. El que el ingreso real de los capitalistas haya cre-
cido o disminuido de manera absoluta, depende de la elasticidad
de la demanda del capital a corto plazo de la economia, que tam-
bién viene determinada por el nivel técnico.

(37) La razén de esto radica en el hecho de que la relacién de comple-
mentariedad entre los factores de produccién, es mayor que la de sustitucién.
Un estudio mas detenido nos llevaria demasiado lejos.
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2. Un aumento de las fuerzas de trabajo disponibles ofrece
—“mutatis mutandis”— fenémenos muy analogos a los del aumen-
to del capital. Por tanto, podemos asociar de manera inmediata
los resultados. Surge un desplazamiento de los medios de produc-
cién de aquellas ramas de la produccién de necesidades inelasticas
a las de demanda eldstica. A corto plazo las empresas abandonan
su éptimo de la explotacién y entran en un régimen de costes pro-
gresivos. Logran beneficios extraordinarios, especialmente aquellas
empresas que producen para una demanda elastica. El interés real
crece, el salario real disminuye. A largo plazo las empresas se ra-
cionalizan en el sentido de establecer una forma de produccién con
mayor empleo de trabajo, con lo que tambien transforman sus ins-
talaciones. Por comsiguiente, alcanzan por la presiéon de la concu-
rrencia un nuevo éptimo de la explotacién. Los beneficios extra-
ordinarios son absorbidos. El salario real crece aun cuando no
hasta llegar a la situacién de partida. El interés real sufrira pro-
bablemente otro aumento. El abastecimiento de la economia es
mayor en conjunto (38). Sin datos mas exactos puede averiguarse
hasta qué punto el aumento del producto social favorece también
el trabajo y como varia el niimero de empresas.

3. Una disminucién del capital existente tiene el mismo efecto
que un aumento del trabajo disponible, aunque con las siguientes
modificaciones. Al principio las empresas se encuentran en un ré-
gimen de costes regresivos y sufren pérdidas. El abastecimiento
total de la economia es mas escaso. Surge un desplazamiento en el
sentido de satisfacer, de manera relativamente mas abundante, las
necesidades inelasticas. En sentido absoluto el abastecimiento de
la economia se ha hecho mas escaso, incluso después de realizarse
la transformacién a largo plazo. Pero existe una diferencia esencial

(38) El beneficio extraordinario (o pérdida extraordinaria) surge siempre
que la empresa se desplaza del éptimo de la explotacién signiendo un régimen
de costes progresivos (o regresivos). Aqui el ingreso efectivo del empresario
sera mayor (o menor) que su “ingreso mormal a large plazo” (MamsHarr). El
beneficio extraordinario es un residuo; el principio de la productividad mar-
ginal no determina aqui un calculo completo. La absorcién del beneficio ex-
traordinario no significa un descenso del beneficio del empresario, sino sélo
una aproximacién a la altura normal a largo plazo (que por la racionalizacién
crece en ciertas circunstancias en una cifra que supera a la del beneficio ex-
traordinario).
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frente al aumento del trabajo, y es que al principio crece el interés,
pero en la adaptacién a largo plazo probablemente disminuye, aun
cuando no hasta llegar a la situacién de partida.

4. Con arreglo a los conceptos establecidos hasta ahora, se
pueden apreciar facilmente cuales son los efectos de una disminu-
cién de las fuerzas de trabajo disponibles (39).

III

1. Hasta ahora nos hemos ocupado de los efectos de las varia-
ciones cuantitativas, dicho en términos matematicos: de los efectos
de las variaciones de variables independientes. La variacién en
la situacion técnica aparece, por el contrario, como un problema
de tipo cualitativo, que ciertamente es cuantificable para determi-
nados fines. Aqui ya no vamos a estudiar variaciones de variables,
sino variaciones de la relacién funcional. El desarrollo técnico

(39) Afadamos dos observaciones a la cuestién de la generalizacién de los
resultados obtenidos en este apartado:

a) En lo esencial hemos establecido nuestra argumentacién partiendo del su-
puesto de que sélo existan los dos factores de produccién capital y tra-
bajo. Los resultados pueden generalizarse sin gran dificultad para el
caso en que entren, ademis, en consideracién el suelo y la actividad
del empresario. También el supuesto méas complicado pero més pré-
ximo a la realidad de la composicién no homogénea de cada uno de los
factores de produccién, nos conduce a reflexiones esencialmente anilo-
gas. No podemos ampliar estas ideas ya que nos exigirian un estudio
especial.

b) En nuestra concepcién teorética todas las funciones que aparezcan som,
hablando matematicamente, “funciones de campo variable”. Por con-
siguiente, cuando sélo se trate de comparar la situacién de partida y la
sitnacién final, podremos aplicar el procedimiento del aislamiento y es-
tudiar sucesivamente los efectos de cada una de las variaciones. Vamos
a conformarnos con esto ya que una consideracién del “camino” nos
llevaria muy lejos. Obtendremos, por ejemplo, el resultado final de un
aumento simultineo de la poblacién y el trabajo, considerando prime-
ro los efectos de un aumento del trabajo y luego de un aumento de la
poblacién. Cierto que los estudios intermedios de nuestro anailisis se
alejarin de la realidad. Pero una consideracién mas detenida requeri-
ria una monografia especialmente dedicada a dicha cuestién.
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altera incluso la funcién de produccién. Es de los efectos que de
ello resultan de lo que nos tenemos que ocupar.

El progreso técnico (40) significa, considerado econémicamente,
un mejoramiento de las posibilidades de abastecimiento de la eco-
nomia. Da lugar a que frente a la situacién de partida se pueda
lograr la misma o mayor cantidad de bienes con el mismo gasto
de factores de produccién. Significa, por consigniente, un desplaza-
miento general o parcial de las funciones de produccién hacia arri-
ba. Su efecto general es un aumento de la produccién y, simulti-
neamente, un desplazamiento en el sentido de producirse un su-
ministro proporcionalmente mayor dirigido a las necesidades elas-
ticas.

El progreso técnico puede hacer crecer las productividades mar-
ginales en la misma proporcién. No se altera entonces nada en el
cuadro de la distribucién en régimen de economia de concurrencia
del producto social. Pero, en general, el progreso técnico afecta
g6lo a determinadas ramas de la produccién y altera el rendimien-
to de los factores de produccién en diferente medida. De ello surgen
cambios, que vamos a estudiar ahora particularmente.

Cuando el progreso técnico sélo ha afectado a una rama de la
produccién, esto significa que con la cantidad de trabajo, capital y
suelo empleado hasta ahora se puede lograr una cifra de produec-
cién mayor. El abastecimiento del producto es aqui inversamente
proporcional al aumento del producto. La repercusién definitiva
es distinta, segin sea la elasticidad de la demanda del producto en
cuestion. Si la demanda es ineldstica, una parte de los medios de
produccién dejan de aplicarse en dicha rama de la produccion. El
abastecimiento de otros bienes se hace mas abundante. Si la elas-
ticidad de la demanda es igual a 1, no se produce ningin cambio
en los factores de produccién. Si la demanda es elastica, la rama
de la produccién racionalizada atrae nuevos medios de produccién

(40) El concepto “progreso técnico” debe entenderse en sentido muy am-
plio. Se considera “progreso técnico” cualquier mejora en el método de pro-
duccién. Corresponden, por consiguiente, a dicho concepto tanto los descu-
brimientos e inventos ocurridos en el dominio de las ciencias naturales y de
la técnica como la mejora de la organmizacién, de la localizacién, del sistema
de ventas, etc.
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a costa de otras ramas de la ptoducclon. El abastecimiento de otros
bienes se hace mas escaso.

Las variaciones, que el progreso técnico origina em el efecto
conjunto de los factores de produccién, no producen (41), dentro
del conjunto de la economia social, ninguna alteracién de la pro-
porcién en que se encuentran combinados el trabajo, el capital y
el suelo, ya que en la economia de libre concurrencia sélo en los
casos limites resulta posible que queden factores de produccién
improductivos. De esas variaciones surge una alteracién de las
productividades marginales, y con ello en el cuadro de la distri-
bucién econémico-social. )

Todo mejoramiento técnico se puede explicar como un aumen-
to de los factores de produccién. Con lo que, de acuerdo con las
explicaciones anteriores, se pueden valorar de¢ manera inmediata
los efectos. El invento de méaquinas que ahorren trabajo significa-
ra, por ejemplo, que se pueda producir el mismo producto con un
menor empleo de trabajo. En consecuencia, el trabajo, en compa-
racién con el capital y con el suelo, apareceré en mayor abundan-
cia. Surgen los efectos ya comentados de un aumento de la mano
de obra: baja de salarios, desplazamiento de factores, etc. La in-
troduccién de un nuevo método de cultivo del suelo, por ejemplo,
una mejora en la alternacion de cultivos, producira el mismo efecto
que un incremento en la cantidad de suelo disponible. El empleo
de mAquinas mas econdémicas que tengan el mismo rendimiento,
por ejemplo, de maquinas suministradoras de fuerza motriz que
resulten mas baratas, es similar a un aumento de capital; los efec..
tos resultan visibles en las explicaciones anteriores y no es necesa-
rio volver a analizarlos aqui de nuevo. Vemos, por tanto, que el
progreso técnico no plantea ningiin nuevo problema.

2. Mayor importancia reviste para nosotros el prohlema del
influjo del progreso técnico sobre la dimensién de la empresa. Por
la variacién de la funcién de produccién se desplaza el lugar geo-
métrico de los puntos de una atribucién total, que, como se ha se-
fialado, es una propiedad esencial del éptimo de la explotacién.
Con lo que se desplaza también el 6ptimo de cada combinacién de

(41) Si para simplificar se supone, como hace Casski, una oferta de fac-
tores 'de produccién que sea independiente de los precios.
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produccién, surgiendo de este modo una situacion totalmente nueva.

El progreso técnico puede ejercer fundamentalmente dos efec-
tos que alteren la dimensién éptima de la explotacién. El progreso
técnico puede disminuir o aumentar esta 1ltima, es decir, la cifra
de produccién éptima puede ser menor o mayor. Si el éptimo de
lIa explotacién es menor, surge una tendencia a la creacién de nue-
vas explotaciones, que concurren especialmente con las antigués
empresas. De aqui que surja simultineamente para las antiguas
empresas una fuerza que las obligue a practicar la racionalizacién
y a adaptarse a la dimensién de la explotacién reducida. Come
resultado final, la racionalizacién se practicara en todas partes.
Como la cifra de la produccién éptima ha disminuido y, por el
contrario, la produccién total de la rama de produccién en cues-
tién se ha elevado, el ultimo efecto es que el nimero de las explo-
taciones ha aumentado. La tendencia mencionada a la creacién de
nuevas empresas no tiene, por tanto, sélo la funcién de incrementar
la racionalizacién —que viene ya dada por el espiritu de lucro de
la economia de competencia—, sino también la de aumentar co-
rrespondientemente el numero de las explotaciones existentes. Si
partimos de la hipdtesis de que al principio no se crean nuevas
explotaciones, habra que afiadir posteriormente nuevas explotacio-
nes al realizarse la racionalizacion de las antiguas. Por consiguiente,
podemos afirmar que un progreso técnico que se encuentre vincu-
lado a una disminucién de la dimensién de la explotacién, se
manifiesta en una cierta rama de la produccién a través de un
proceso simétrico. Las empresas presentan en el primer estadio en
parte beneficios extraordinarios y en parte pérdidas, que, final-
mente, se compensan en la medida en que se haya producido la
racionalizacién. La desaparicién de explotaciones a consecuencia
del progreso técmico sélo ocurre, en general, cuando las nuevas
empresas creadas aparecen en nimero mayor del necesario. En su
conjunto, la renovacién técnica en el caso que acabamos de estu-
diar, produce un alza eontinua.

- Algo distinto ocurre cuando el progreso téenico se encuentra
vinculado a un aumento del éptimo de la explotacién. También
aqui produce la renovacién técnica una tendencia a la racionaliza-
cién de las explotaciones existentes, que se encuentra fortalecida
por las tendencias a la creacién de modernas explotaciones. Como-
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efecto final, sin embargo, siempre que el aumento del éptimo de
la explotacién no sea de poca consideracién, se produce una dismi-
nucién en el nimero de las empresas de la rama de la produccién
en cuestién. La creacién de nuevas empresas y su transformacién
surge en primer término como consecuencia de un alza. La posi-
bilidad de una produccién racional lleva a que se obtengan bene-
ficios extraordinarios y ocasiona una competencia entre las empre-
sas. La baja de los precios originada por el aumento de la oferta,
absorbe finalmente los beneficios. Pero, sin embargo, la racionali-
zacién es mantenida hasta el final, ya que, por lo menos, hace mi-
nima la pérdida. Surge aqui, sin embargo, una coaccién que obliga
a desaparecer a las explotaciones y que se mantiene hasta que se
haya alcanzado €l nmimero correcto de éstas. El nivel de precios
baja de modo que las explotaciones mas débiles tienen que dejar
finalmente de funcionar y desaparecer del proceso de produccién.
Por tanto, el progreso técnico produce, al aumentar el éptimo de
la explotacidn, en primer lugar, un alza que hace que la explota-
cion se amplie, y luego, una baja que reduce el nimero de las
explotaciones. ‘

Este es a grandes rasgos el efecto del progreso técnico sobre Ia
dimensién y el mimero de empresas. Una investigacién mas pro-
funda se encuentra fuera de los limites de nuestro trabajo. Pero
si nos interesa especialmente un problema, que se deduce de la
cuestion tratada anteriormente, a saber: el efecto del aumento de
la dimensién Sptima de la explotacién sobre la organizacién eco-
némico-social de la produccién, en tanto que esta conexién se dé
en virtud de las leyes formales de los costes. A este problema se
encuentra dedicado el apartado final.

3. La influencia del progreso técnico sobre
la forma econémica

Mientras que la disminucién de la dimensién Sptima de la ex-
plotacién no afecta a la organizacién de la producecién en el régi-
men de concurrencia, cuando crece el Sptimo de la explotacién
ocurre algo distinto. Como el crecimiento del Sptimo de la explo-
tacién es una propiedad caracteristica del desarrollo econémico



320 LIBROS [R. E. P, VI, 3

que hemos llevado a cabo hasta ahora, resulta conveniente un es-
tudio exacto de las transformaciones del aparato de produccién
de la economia social que se encuentren vinculadas con aquél. An-
ticipemos al estudio propio del problema una breve investigacién
teérica previa sobre el llamado “polipolio™.

En sentido estricto, nuestra consideracién de la economia de

concurrencia se basa en los siguientes supuestos:

1.—La produccion de una explotacién aislada resulta, en la
practica, infinitamente pequeiia comparada con la producclon total
de la rama de la produccién correspondiente.

2.—El nimero de las empresas que concurren es, en la practi-
ca, infinitamente grande.

3.—La funcién del precio resulta, por tante, para cada explo-
tacién pricticamente una constante.

Estrictamente consideradas, estas hipétesis no coinciden con la
realidad. Pero expresan las relaciones ficticas con tanta mayor
exactitud cuanto mayor es el nimero de las explotaciones y, por
consiguiente, de las empresas. Al mismo tiempo hacen posible una
simplificacién mayor de la investigacion teorética. Pero, de todos
modos, nos podemos hacer la siguiente pregunta: ;Cémo se estruc-
tura la regulacién econémica de la produccién cuando el niimero
de explotaciones viene dado y no es muy grande? La respuesta
general a esta pregunta sélo se puede dar, a consecuencia de la
complicacién de las relaciones y conexiones que aparecen, en tér-
minos matematicos. Sin embargo, en primer lugar nos podemos
ocupar de responder a la pregunta en el caso en que sélo existan
dos concurrentes, es decir, en el llamado caso del “duopolio”™. Nos
remitimos aqui a los conceptos tedricos ya obtenidos, y prescindi-
mos de nuestras propias deducciones.

Se trata del “estadio intermedio” mencionado anteriormente en
la nota 1. Citemos, en nombre de todos, a Kurt Sting. En su mono-
grafia alli citada trata la cuestién de manera sencilla y correcta,
pero, en nuestra opinién, no es acertado en lo que se refiere a la
importancia que concede a cada problema. La idea fundamental
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es la siguiente: Sean A y B dos productores del mismo bien. Par-
timos, en primer lugar, de la hipétesis de que cada uno considera
la oferta del otro como una cantidad fija con la que tiene que con-
formarse. A fijara, para cada una de las ofertas de B, una oferta
con la que pueda conseguir el mayor beneficio posible; lo mismo
resulta para B. Por consiguiente, para cada uno su oferta aparece
como funcién de la oferta del otro. Si consideramos las cantidades
ofrecidas por A y B como las dos inedgnitas, obtendremos enton-
ces en esas funciones de “reaccion” las dos ecuaciones, de las que
podremos obtener claramente las dos incégnitas. Con lo que, apa-
rentemente, se dara el equilibrio econémico (designado por Sting
como la “formacion del precio polipolitico”). Pero éste no es el
caso en realidad. Supongamos una completa “transparencia del
mercado”; entonces tendra que surgir, por ejemplo en A, una ten-
dencia “hiperpolitica” (en el sentido de Sting): A no basara su
funeion propia en su oferta sino en la funcién de reaccién de B,
porque entonces tendra mayores posibilidades de beneficio. Como
sabe que B considera su oferta (A’s) como un dato, escogera de
todas las combinaciones que se presenten a B, con arreglo a su fun-
cién de reaccién (B’s), aquélla que para él (para A) sea la mas fa-
vorable. Realizara, pues, en general, una oferta distinta de la que
corresponderia a su propia funcién de reaccién. B intenta proce-
der del mismo modo. Es decir, cada uno busca la manera de impo-
ner al otro su oferta como invariable. En tal situacién resulta
imposible alcanzar el equilibrio. Cada uno intenta, por asi decir-
lo, empujar al otro fuera de su funcién de reaccién; se inicia
entonces una lucha que tiene que terminar con el sometimiento o
destruccién de uno de los adversarios en el caso de que no se
llegue a ningin acuerdo. Vemos, por tanto, que un duopolio no
conduce a ningin equilibrio mecanico (42).

(42) Este problema ha hecho surgir una interesante controversia en el seno
de la ciencia. CournNor ha sido el primero que lo ha tratado, partiendo ticita-
mente de las hipétesis de que cada uno de los dos oferentes considera como
una magnitud dada la oferta del otro; de la otra posibilidad no se ocupé. So-
bre este punto actué la critica de BenrTranp, EDGEWORTH, MaRsHALL y PARETO,
repudiando, casi totalmente, el proceso demostrativo de COURNOT, sin que se
examinase; por cierto, con suficiente claridad el problema de las hipétesis.
WICKSELL y SCHUMPETER tampoco tratan correctamente este problema al apro-

21
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Bajo los supuestos de Cournot (hechos implicitos) resulta po-
sible el equilibrio; entonces cada una de las dos empresas se com-
porta como si no pudiese influir sobre la oferta de la otra, consi-
derandola como un “dato”. Vamos a designar a esta situacién con
el nombre de “duopolio de Cournot”. Resulta posible, ademas, un
equilibrio cuando una de las empresas, por ejemplo A, considera
como un dato la oferta de la otra (B), mientras que la empresa B
se comporta “hiperpoliticamente”, es decir, aprovecha la transi-
gencia de A y realiza una oferta que en las circunstancias dadas
proporciona el mas alto beneficio posible. El equilibrio no resulta
posible, sin embargo, cuando las dos empresas se comportan “hi-
perpoliticamente”, situacién que vamos a designar con el nombre
de “duopolio de Pareto™.

Si solamente se diesen las dos posibilidades del duopelio de
Pareto y del duopolio de Cournot, se podria asentir con los parti-
darios de Cournot, que practicamente, cuando los participantes
aprecian correctamente la situacién en su conjunto, sélo aparece
¢l duopolio de Cournot, ya que el intento de practicar un compor-
tamiento “hiperpolitico” no puede conducir a ning;tin resultado
razonable. De hecho existe para cada empresa la posibilidad de un
aprovechamiento “hiperpolitico” de los concurrentes. Si A renun-
cia a los intentos “hiperpoliticos” y se conforma con el beneficio
menor, no existira el mas minimo motivo para que B renuncie, por
su parte, a aprovecharse de la “ingenuidad” de sus concurrentes y
a aumentar su beneficio por encima de las posibilidades del *duo-
polioc de Cournot”. No queda, por tanto, hablando en términos ‘teo-
réticos, mas posibilidad que la de negar al principio del Iucre eco-
némico la capacidad para establecer un equilibrio mecinico en el

bar la solucién de CoUurNOT, lo mismo ocurre con SCHNEIDER. Amoroso, aunque
percibe la diversidad de las premisas, desprecia la posibilidad e importancia
de la lucha de concurrencia tdltimamente caracterizada. Kurr Stine ha tratado
el problema recientemente de modo satisfactorio. Estudia claramente las hi-
pétesis, aunque deberia dar mayer importancia a la “formacién del precio
poly-politico”, es decir, al duopolic de COURNOT, y restirsela a la realidad del
“hyperpolitico”. Para literatura sobre la materia: Cf. la monografia de Kurr
STING, citada anteriormente, que ofrece una buena informacién bibliografica.
Recientemente: EricH ScHNEIDER, “Reine Theorie monopolisticher Wirtschafts-
formen Tubinga, 1932”. (Beitrige zur Skonomischen Theorie: 4.)
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caso del duopolio. Los concurrentes tienen que llegar a un acuer-
do; tienen que completar, por medio de la politica econémica, la
mecanica econdmica, que en este caso no resulta suficiente.

La diferencia fundamental entre el duopolio de Cournot y el
de Pareto sigue subsistiendo cuando se supone que no son dos sino
varias las empresas que concurren. Entonces sustituiremos la pa-
labra “duopolio” por la denominacién “polipolio”. Dejamos fuera
de consideracion las interesantes complicaciones del problema que
puedan surgir. Lo que si tiene importancia para nosotros es la si-
guiente afirmacion: cuanto mayor sea el nimero de empresas
aproximadamente iguales, tanto menos se diferenciara el polipolio
de Pareto del de Cournot, y éste de la situacién de libre concu-
rrencia. El beneficio adicional, por tanto, que podrian obtener las
distintas empresas con una conducta hiperpolitica frente al poli-
polio de Cournot, siendo creciente el mimero de concurrentes, es
cada vez menor; igualmente disminuye también el beneficio adi-
cional del polipolio de Cournot frente a la libre concurrencia.
Dicho en otras palabras: En ultimo término, a la empresa le resulta
indiferente intentar influir sobre la oferta de sus concurrentes y
el precio o sélo sobre el precio o sobre ninguno de ambos. La dife-
rencia en el beneficio es tan pequeiia que no puede traer consigo
otras alteraciones del sistema; simultineamente, la diferencia entre
las cantidades ofrecidas en el polipolio de Pareto (43), en el po-
Lipolio de Cournot y en la libre concurrencia, es cada vez menor.
De este modo se alcanza practicamente el equilibrio en la libre
concurrencia con tal de que el numero de empresas sea suficiente-
mente grande.

11

1.—La necesaria disminucién, desde el punto de vista dinamice,
del namero de empresas de una rama de la produccién, tiene que

(43) En el polipolio de PARETO cada uno intenta ofrecer una cantidad de-
terminada e imponérsela al otro como magnitud invariable, La suma de di-
chas cantidades es la oferta total del polipolio de Parero, que conforme a su
naturaleza implica pérdidas para todos los concurrentes, por lo que sélo puede
mantenerse de modo transitorio.
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conducir finalmente a un punto en el que aparezca el problema del
polipolio. Los habitos, la complicacién del mercado, las dificulta-
des de calculo, etc., podran, al principio, desplazar diche punto.
Pero en cualquier momento puede aparecer el problema, Resulta
cpmi)letamente posible el que a lo primero sélo aparezca el poli-
polio de Cournot, porque su diferencia con respecto a la libre con-
currencia es quiza mayor que la diferencia del polipolio de Pareto
respecto al de Cournot. Seguira existiendo entonces un equilibrio;
pero el principio fundamental de la produccién econémico-lucra-
tiva no se cumple ya desde ¢l punto de vista de la economia de la
concurrencia. Ahora el precio resulta para cada empresa mayor que
los costes marginales. Como, por otro lado, después de realizar las
operaciones de resta, ninguna rama de la produccién puede alcan-
zar un beneficio extraordinario con respecto a la otra, siendo, por
10 tanto, el precio igual a los costes medios, llegamos al interesante
resultado de que el transito al polipolio trae conmsigo el que las
empresas se salgan del éptimo y entren en la zona de regresién.
Esto sélo resulta posible cuando la curva de oferta individual, es
decir la funcién de oferta, con que cada empresa tiene que enfren-
tarse en el polipolio, sea tangente a la curva de costes medios en
un punto que se encuentre a la izquierda del 6ptimo y siga en el
resto una trayectoria por debajo de la curva de costes medios.
Como la velocidad de produccién mas favorable del polipolio de
Cournot ‘resulta menor que la éptima, el nimero de empresas se
determmam de manera diferente a como se hace en el caso de la
llbre concurrencm. )
Cada empresa obtiene un beneficio que resulta mayor del que
se podria obtener en la misma rama de la produccién, existiendo
el mismo mimero de empresas, en régimen de libre concurrencia.
A su vez, el beneficio del polipolio no es mayor que el beneficio
que alcanzan las empresas en otras ramas de la produccién, orga-
nizadas en régimen de economia de concurrencia. Si lo fuese, la
rama de la produccién polipolitica atraeria empresarios hasta que
se hubiesen igualado en todas partes las posibilidades de benefi-
cios. Inversamente algunas empresas abandonarian dicha rama de
produccién cuando ésta no fuese regulada con arreglo al principio
polipolitico, sino siguiendo el principio de la economia de la con-
currencia. Se dirigirian a otras ramas de produccién, con lo que
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bajaria en toda la linea el precio de los servicios del empresario,
es decir, el ingreso normal del empresario. El transito de la con-
currencia absoluta al polipolio tiene, por tanto, para el conjunto
de la economia social el mismo efecto que una disminucién de los
servicios del empresario. Cuanto mayor numero de ramas de pro-
duccién se desplacen hacia ¢l polipolio, tanto mayor sera la parti
cipacién de los empresarios en el producto social. Esto resulta
valido en primer lugar para el monopolio. El principio econémico
lucrativo produce en el polipolio (y también en el monopolio) un
resultado menos racional desde el punto de vista de la economia
politica que en la libre concurrencia, lo que ya es bien comin de
la teoria desde Cournot.

2.—Una disminucién subsiguiente de nimero de empresas con-
duce, tarde o temprano, al polipolio de Pareto. Aqui falla el me-
canismo del lucro econémico. Aparece una fuerza que empuja
irremediablemente hacia un acuerdo, cualquiera que sea la forma
que éste adopte, ya sobre la base de la ignaldad de derechos, lo
que corresponderia a la figura del cartel, ya bajo la férmula de la
subordinacién o de la supra ordenacién, determinando una em-
presa, “hiperpoliticamente”, la situacion del mercado como conse-
cuencia de haber sojuzgado a las demas. Cuando existe un gran
niimero de empresas aproximadamente iguales, el cartel es la so-
lucién mas probable. Lo que hace posible, con arreglo a su grado
de rigidez, que llegue a dominar monopolisticamente el mercado.
Esto implica la paralizacién del mecanismo de la concurrencia que
cesa, por -tanto, de regular la produccién. La interrelaciéon econé-
mica de mercado que existe entre la dimensién de la empresa y el
nimero de estas tiltimas desaparece en la misma medida en que
‘la coneentracién horizontal adopte formas rigidas. Finalmente, el
problema de la dimensién de la empresa y del nimero de explota-
ciones quedara sometido a los puntos de vista existentes dentra de
la asociacion general; éstos pueden ser determinados ya extra-
econémicamente, ya tomando como base un céilculo y una renta-
bilidad que resulten vilidos para la asociacién general; en dltimo
caso, la mds racional produccién total tendera, por supuesto, a
ponerse al servicio de un lucro monopolisticamente organizado.

3.—El proceso dinimico que acabamos de caracterizar encierra
formalmente determinadas tendencias no sélo hacia la concentra-
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cion horizontal, sino también hacia la concentracién vertical. En
el polipolio de Cournot aparece ya una tendencia dimanante del
principio del lucro que impulsa a la unién de las explotaciones
que producen los bienes de orden mas inferior. Y el principio
XXXVIII seitala que en ¢l caso del monopolio, es decir, siempre
que el precio dependa de la cantidad ofrecida por cada una de las
empresas, resulta mas ventajosa una concentracién vertical. Esta
tendencia a la concentracién vertical sera tanto mas intensa cuan-
to mas avance la concentracién horizontal. Al principio sélo es
una “atraccion” que sigue al espiritu de lucro, no una coaccién
sistematica. Esta se dara, sin embargo, cuando se supone que en
dos ramas de la produccién separadas el desarrollo técnico conduce
a la concentraciéon horizontal. Los cartels que surgen de ella no
pueden contratar entre si con arreglo a un equilibrio mecanico.
Surgira una lucha por el poder, ya que cada miembro intentara
someter a los otros a su oferta de precio. El resultado es la neeesi-
dad de un acuerdo; la concentracién vertical viene impuesta de
manera sistematica.

I1I

Un crecimiento subsiguiente de la dimensién de la explotacién
se convierte, pues, en asunto interno de las asociaciones horizonta-
les. Cuanto mas intensa es la centralizacién tanto mas pronto se
podra considerar a cada rama de la produccién como una empresa
gigante, inica que puede ser caracterizada en su composicién em-
presarial como un “sistema de bateria3 paralelamente conectado”.
Aqui cada explotacién elemental es éptima. La diferencia decisiva
con respecto a la economia de concurrencia reside en el hecho
de que el principio del lucro no garantiza ya la productividad de
la economia, sino, que la contrarresta.

La tendencia hacia una centralizacién mas rigida se hace tanto
mas intensa cuanto mayor se haga la dimensién 6ptima de la explo-
tacién en el curso del desarrollo técnico y cuanto mas se aleje
ésta de la dimensién de la explotacién existente que ha quedado
anticuada bajo la proteccién del cirtel. La asociacién econémica
se convierte en una unidad econémica. La tltima consecuencia del
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crecimiento del 6ptimo de la explotacién aparece cuando la pro-
duccién mas favorable de la explotacién 6ptima alcanza o sobre-
pasa a la produccién total de la rama de la produccién correspon-
diente. Surge entonces, a largo plazo, una empresa gigante que sélo
consta de una unica explotacién gigante. Esta, al principio, sélo
realizara su 6ptimo de modo aproximado. Si éste sigue creciendo,
la empresa alcanzard finalmente costes regresivos en medida cre
ciente o entrara dentro del sector de la productividad creciente (44).

Si el progreso téenico conduce en todas las ramas de la produc-
cion a un crecimiento continuo de la dimensién 6ptima de la ex-
plotacién, el resultado de una concentracién de todo el aparato de
produccién de una economia es que éste se convierta en un orga-
nismo que sélo obedece a un interés y que, por tanto, se puede

44) Lo establecido en este apartado completa el principio XVII. En unién
de dicho principio todo lo dicho puede servir de base para criticar algunos
conceptos teoréticos:

a) Asi, por ejemplo, carecen de sentido los diagramas que aparecen en el
manual de A. Marshall, figs. 24, 26, 28, 29, 30, 32, 33, 35. Ya que descansan, en
parte, en hipétesis de la economia de concurrencia (por ejemplo, al considerar
que el punto de interseccién de las curvas de oferta y demanda es el punto de
equilibrio) y en parte en hipétesis que resultan inconciliables con la economia
de concurrencia (por ejemplo, curvas de oferta descendentes). Sélo resultan va-
lidos dichos diagramas si se considera la curva de demanda no como curva del
precio, sino como curva de los costes marginales. Y refiriendo el fenémeno, en
lo demas, al monopolio.

&) Cassel (Th. pag. 86 a 88) establece como segundo principio suplementa-
rio de su formacién de los precios lo signiente: “Cuando al aumentar la venta
resulta posible producir mas barato, es decir, cuando al aumentar el volumen
de producciéon descienden los costes medios del producto referentes a la pro-
duccién total, en la situacién de equilibrio el precio del producto debe ser
igual a los costes medios de produccién. Este postulado corresponde al princi-
pio de la cobertura de las necesidades, pero es incompatible con el principio
del lucro en la libre concurrencia. Claro que como se ha sefialado antes para
la empresa en libre concurrencia resulta valida la igualdad entre el precio y
los costes medios. Estas empresas siguen, sin embargo, la ley de la productivi-
dad decreciente. La ley de la productividad creciente en la economia lucrativa
s6lo resulta posible en el monopolio. Aqui, como se ha indicado, resulta for-
malmente vilida la igualdad entre el precio y los costes medios, pero sélo por-
que en la situacién de equilibrio también hemos de considerar como integrante
del coste al precio de las prestaciones del empresario, indiferentemente de que
se trate de un precio de concurrencia o de monopolio.
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considerar como una empresa. Dentro de esta empresa resulta va-
lido, como se sefialé en la teoria del precio compensatorio, el prin-
cipio de la cobertura deé las necesidades.

Esta empresa total dentro de la economia, significaria una in-
tegraciéon de todos los érganos de la economia en cuestién, ya que
bajo la presién de la tendencia general hacia el monopolio también
las restantes ramas de la produccién que pudiesen concurrir, ten-
derian hacia el monopolio. Esto resulta también valido para los
oferentes de los factores de produccién. Esta empresa total, conce-
bida formalmente, en la realidad no representa otra cosa que una
funcién del Estado que intervendra en el proceso econémico de
produccion y distribucion en la misma medida en que se produzca
la concentracién. Al Estado le queda también reservado, en el caso
de un cambio en el desarrollo técnico en el sentido de una dismi-
nucién en la dimensién de la explotacion (que resulta tan probable
como el de la ampliacién de la explotacién), el introducir una
organizacién en régimen de concurrencia del aparato de produc-
¢ién, cosa que shora resulta otra vez posible. '
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APENDICE

A. APENDICE MATEMATICO

A continuacién se encuentran completadas con desarrollos ana-
liticos las demostraciones utilizadas en el texto.
IL—El optimo de la explotacion
(Cap. 2, apartado 2.)

1.—La velocidad de produccién éptima p viene definida por el
hecho de que sus costes medios son minimos; p se deduce de la
ecuacion:

dK*
dx ! P i =0
o come K* — % , de la ecuacion
K’ (p) K
=— =20,
P P

de donde, después de algunas transformaciones, se obtiene:
K'(p) =K*(p) . - [1}
Este es el principio fundamental del éptimo de la explotacién
(principio I).

2.—Para el optimo de la explotacion resulta valida, con arreglo
a la definicién, la condicién de minimo:

d2 K*
ﬂz—gl’g >0. [21
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Pero:
dZK* K” (x) 2 [K' (x) —K* (x) ]

d x* x x

Teniendo en cuenta [1], resulta:

d2K* K”(p)
Taw Pim T

Con lo que: [2] es equivalente a
K”(p) >0 [3]

La desigualdad contiene al principio II.

Si son varios los valores de¢ x que cumplen las condiciones [1]
y [3], p sera aquél, entre dichos valores, a que corresponda el valor
minimo de la funcién K*. ‘

3.—Segiin la definicién de K, K; y K, resulta:
K=K, + [ k@ az.
3
Teniendo en cuenta [1], tendremos:

yd )
p.K(p) =K, + f K (2 dE.
0,

Como para x = b, K (x), por definicién, se hace minimo, resul-
tara:

K (x) > K'(b).

Y con ello

f" K (5) d gf"K'(b)dE:p.wa).
0, 0,

Obtenemos asi:

p-X(p) == K; +p.K'(b)
K;
P

K (p)-—-K'(b) =



SEPBRE.-DICBRE. 1955] FUNDAMENTOS DE UNA TEORIA... 331

Como para x = b la funcién K’ crece, sera p > b, y precisamen-
te en una cantidad tal que un crecimiento de K’ (b) a K’ (p) requie-
K,

p

re como minimo

4.—Vamos a formular analiticamente los supuestos del princi-
pio HI para poder demostrarlo. Son éstos:

a) K”(x) existe y es continua para x > 0 (continuidad).
8) signK” (x) = sign (x — b) (regularidad).

El aserto vendra entonces en la siguiente forma:

sign [K’ (x) —K* (x) ] =sign (x— p) . (4]

Vamos a considerar primero la funcion.

flix) =2 [K'(x) —K*(x)] =x. K (x) — K (x) .

‘Tenemos:

sien f(x) = sign 1 (;’ — sign [K’ (x) —K* (1) ].

Nuestro enunciado quedara demostrado cuando hayamos demos-
trado la ecuacién

sign f (x) = sign (x —p) .

Tenemos, ademas, que:

lim K () = lim >0 —KO g, [5]
x>0 x>0 x
Con lo que obtenemos:
lim f(x) = lim x. lim K’ (x) — lim K(x) = —K,,

x=>0 x>0 x—=>0 x>0
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Si hacemos f(0) = lim f(x), con lo que f(x) sera también
x=>0

continua para x = 0, obtendremos:

fO) =—K, <0. {6}
Resulta, ademas:
df(x) :
%—— =x.K"(x) . {71
x

Como consecuencia de la hipétesis 8), f{x) es monétonamente

decreciente para x < b y monétonamente creciente para x > b, v
tendra un minimo para x = b. En virtud de [6], f{x) es negativa

para x < b. Teniendo en cuenta [1], sera f(p) = 0, y consccuente-
mente, cn virted de [7] positiva para x > p y. negativa para
b < x < p. f(b) es negativa como minimo que es de valorss tam-

bién negativos. Resulta, por tanto:
sign f (x) — sign(x —p) .
Con lo que queda demostrado el enunciado [4].

* 5.--El principio III contiene al principio IIIb. De una sencilla
reflexién se deduce que también las empresas con un incremento
constante de la productividad siguen un régimen de costes regresi-
vos. Como hipodtesis tenemos aqui: K’ (x) = constante. Resulta, por
tanto:

Kix) =K, + j”K'dg:K, 4ox K

0,

K#(x) = ——%—L + K

. K
K(x) —K*(¢) = — ___1_ <o,

X
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II.—El minimo de la explotacion

(Cap. 2, apartado 3.)

1.—La ecunacion caracteristica resulta para ¢ por motivos ana-

logos que pam‘ [11, y dado que K’ (x) =K' (x):
K’ (q9) =K}, (g) . (8]
Fista ecuacion expresa el principio IV.
2.—La desigualdad [2] corresponde aqui a la desigualdad:

dx®

De éeta resulta, lo mismo que de la desigualdad [3], la des-

igualdad:

K”{g) > 0. [10]
Este es el enuneiado del principio V.

3.—El principio VI queda demostrado por el desarrollo [5].

Hi.—La of()rr‘a de la empresa segin el principio del lucro

(Cap. 2, apartado 4.)

1.—La velocidad de produccién mas favorable s hace maximo
por definicién al beneficio. Tendremos, por tanto:

G’ (s) =E'(s) —K'(s) =0
E(s) =K' (s). [11]

Este es el teorema fundamental del principio del lucro econé-

nico.

. . ,_ . & . .
2.—-La segunda condicién de maximo para G es la siguniente:

G”(s) <O0. (12]



334 LIBROS [R.E. P, VL3

Es decir: G’ (x) es descendente en el entorno de x —s o en vir-
tud de [11], positiva para x <s y negativa para x > s. Para un

entorno de s suficientemtnte pequefio resulta valide, por tanto, el
principio XI.

3.—El principio XIII se demuestra como sigue:
Con arreglo a sus hipétesis, resultaria vilida para todos los valo-
res de x la desigualdad:

Ex) —K (x) =G (x) <O0. {137

La funcién del beneficio disminuye siendo x creciente mondéto-
namente. Su maximo se encuentra, por tanto, en x — 0. La empresa

encontraria su situacién mas favorable al dejar de funcicnar. En-
tonces sufriria una pérdida minima, a saber K, .

4—Como K, =K?, [11] puede ser sustituido por la ecuacién
E(s) =K (s) . [14]
Obtenemos asi el principio XV.
5.—En la libre concurrencia, el precio P es independiente de x.
Entonces seri E(x) =x.P y E' (x) =P. [11] es sustituido
aqui por:

P=K'(s) . [15})

[15] es el principio XVL De [12] se obtiene:
K”(s) > 0. (16}

De aqui se deducen los principios XVII y XVIIL

6.—FEn el caso del monopolio, el precio del bien producido y
ofrecido por la empresa es una funcién monétona decreciente de
la velocidad de produccién. Resulta, por tanto:

P(x) <O0. [177
De [11] se deduce:

K (s) =P(s) +s.P(s) . [18F
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Si designamos a la cantidad absoluta | P’ (x) | de P’ (x) como la
pendiente de la funcién de demanda, resultara en virtud de [17]
y [18]: ‘

K(s) =P(s) —s.|[P(s)]|. [191

Este es el contenido del principio XX.

Podemos obtener otra formulacién de este principio si aplica-
mos el concepto corriente de la elasticidad de la demanda que se
utiliza en la teoria econémica. No vamos a obtener la expresién
analitica para la medida de la elasticidad, sino que la sacamos di-
rectamente del manual de A. Marshall (1). Marshall lo formula de

dx —dy
la siguiente manera: —-: ———, en donde x es la cantidad del
x y

bien, es decir, idéntico a nuestra x, e y el precio, es decir, idéntico
a nuestra P. En nuestra formulacién la expresion de la elasticidad

dx —dP
es: __I_’— Esta expresién la denominamos simplemente con
X

el nombre de “elasticidad” (2) ; asignandole el simbolo €. & es una
funcién (3) de x«:

dx dp P (x)
= t — - — . 20
e == P % P (x) (201

(1) A. MagrsHALL: Manual, pag. 685, Cf. también DavLtoN: The inequality
of incomes, pags. 192 y sigs.

(2) Cf. también BowLEY, 1. c., pags. 32 a 33.

(3) Por la integracién de esta ecuacién diferencial se obtiene, para la lla-
mada “economia sintética”’, una importante expresién analitica para la funcién
del precio. A continuacién ofrecemos el desarrollo:

Vamos a suponer que existe el lim ¢ (x) y que es distinto de cero. Supon-

x=>0 1
gamos también el limite ¢ (x) - 0. Establecemos entonces =a+ q(x),
1 x>0 e (x)
donde a= lim . Entonces resultara:
x> 0¢(x)
r 1 a 7, (x)
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De [20] se deduce:

P (x)
e(x)

x-Pix) =—

De aqui se obtiene, en virtud de [18], como condicién para la
~velocidad de produccién mas favorable:

P (s)

Pis) —K'(s) = G

(21]

Este es el contenido del principio XXa. De [19] 6 [21] se obtie-
ne inmediatamente el principio XXI.

IV.—Los costes de la produccién conjunta

(Cap. 3, apartados 1 a 3.)

1.—Se trata aqui, sobre todo, de encontrar un sistema de coor-
.denadas que se adapte lo mejor posible a la materia expuesta. Va-
mos a escoger como tal, si se considera a las velocidades de produc-
cién como coordenadas cartesianas, al sistema de las coordenadas
polares.

oy 3 = g =
f 'p dt = —a j A: f 3G g 4 e
*. o = o N '

P = a.lnx 4+ InC — f‘.l’——(zé)—'dz
b f G
an £ =
Sé de (x) es constante, el factor ¢ — ] 7i 2
‘tendrd el valor 1. Entonces se dara (x) =— —— para todos los valores de x.

a

‘Hay que tener en cuenta que en este caso la funcién de ingreso x.P sélo
se desvia de acuerde con nuestra hipédtesis. del origen, cuando a <1, es
.decir, ¢ > 1 cuando la demanda es elastica.
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Vamos a considerar, por tanto; las funciones de costes en su de-

pendencia respecto a las magnitudes r y ¢, donde r = Vi + 7,
x
y g = -;i- Considerando (x,, x,) como un vectorY, r sera su
l .
longitud y ¢ su déngulo. Por ello hablamos de la “longitud
de la produccién r y del “angulo de produccién” @. Igualamos
K (x,, x;) = K [r,9] y correspondientemente P (x,, x,) = P [r, ¢].
Como vector unidad e designamos al vector (cos @, sen ¢). Enton-
ces tendremos Z = ¢ r. Por tanto, en especial, tendremos:

s) La funcién de costes totales:

- Kol =K(r.cos¢,r.sen®p) ;

¥

%) La funcién de costes marginales:

: 3K
,‘ - =K' [r,o] =K', .cosp + K’, .sen 9,
donde
3K 3K
K, = y K,=
Sx, ox,

corresponden al crecimiento de los costes marginales.

¢) Los costes medios:
: . . K
K* [r, ?] = —;"‘3
~qae corresponde a los costes variables medios.

d) El ingreso en el caso general del monopolio:

Elr,p] =E(r.coep,r.sen®)
=r.cos®Q.P,(r.cosp,r.sen9) 4+ .
" 4 r.eeng.P,(r,cos ¢, r.sen ) [22]
=r;cosq>.P1 [r,9] L seno.P, [r,cp];
- =z.8

Los casos especiales se deducen de esta férmula.

22
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2.—Si la proporcién x; : x; de la produccién conjunta es cons-
tante, tendremos que considerar como unidad de producto al vec-
tor unidad ¢ de la combinacién de produccion (constante). Enton-
ces r sera la cantidad producida en la unidad de tiempo de las uni-
dades de productos, es decir, simplemente la velocidad de produc-
cién en el caso de la produccion simple, Resulta asi vilido el prin-
cipio fundamental de la produccién compuesta (XXVI},

3.—A cada angulo se le asigna en cada caso una longitud de
produccién b, g, p y s. Obtenemos, por tanto, b, g, p y s como fun-
ciones del éngulo @. Resultard, en especial:

- P K

3r?

zr,cp;:O

serd r — b. Hemos definido, por tanto, en virtud de la ecuacién

2K

8r?

;b,cp §=0

a la magnitud b como funcién implicita de ¢. Tenemos que
r = b [¢] es la ecuacion de la curva b. Igualmente, resulta

K
3r

fa, 9 | —Kjlg.9]1 =0

1a definicion de r = q [¢] (curva—gq) ¥y

3K
— 1P, 9 |—K* [p.9] =0

la definicién de r = p [¢] (curva — p), asi como, finalmente,

SE
{se}—

3r r

zs,cp} =0

la definicién de r = s [®] (curva —s), es decir, de la curva de las
velocidades de produccién mas favorables.
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Si se considera el angulo a lo largo de circulos concéntricos, es
decir, de curvas con la ecuacién r = constante, se obtendra la cur-
va de las combinaciones mis favorables de la ecuacién:

S E 3 K
(rof—
8¢ 3@

zr,c: = 0.

De aqui obtenemos ¢ =— ¢ [r]. El punto que satisface a las dos
ecuaciones r =s [¢] y ¢ = o [r], es el nivel de produccién mas
favorable, con lo que tenemos los tres principios XVII a XXIX.

4.—F] sistema de coordenadas polares esta constituido por el
haz de los circulos concéntricos al origen y por el conjunto de rec-
tas que pasan por dicho origen. Sustituimos el haz de circulos por
el haz de curvas isocostes. Obtendremos asi un sistema de coorde-
nadas que se adapta perfectamente a la materia tratada. Un vector
de producto viene aqui determinado por la altura de sus costes
de produccién y por su combinacién de produccién, es decir, por
la proporcién de sus componentes. Finalmente, comparemos el haz
de curvas isocostes con el haz de curvas de igual ingreso.

El haz de curvas isocostes tiene la ecuacidn.

Kr,9]=M [23]

donde M es el parametro del haz. El haz de las curvas de igual in-
greso tiene la ecuacion:

E[re]l=L [24]

donde L es el parametro del haz.
Una curva isocostes cualquiera k tiene la ecuacién

K [r, CP] —M =90
y define r como una funcién univoca de ¢; por tanto:
r=K[e].

Sustituyendo [25] en la funcién de ingreso [22], obtenemos el
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ingreso de la curva k como funcién de la combinacién de pro-
duccién:

E[Ki%).¢] =E [¢].

Su maximo se ohtiene como sigue:

3K |
dE K dK o] 3 E s E 3¢ SE
= . = - -+ =90
do or do 3¢ 3r 3K ¢
3r
3 E 3K 3 E ¢ K
— = 0
3r 3¢ 3o 3r
3E 3E
5r 3¢
= 0. [26]
3K K
Sr ’ 3¢

Esta expresion resulta valida para cualquier curva isocostes. Es
la ecuacién que corresponde a la curva constituida por los puntos
mas favorables de la curva isocostes. Esta ecunacién significa: el
punto mas favorable de cualquier curva isocostes, que no re en-
cuentre situado fuera del sector de definicion de la funcién de
costes totales y de la funcién de ingreso, se caracteriza por el hecho
de que las curvas isocostes y de igual mgreso que pasen por él tie-
nen una tangente comdan.

La ecuacién [26] se puede generalizar para el caso en
que se produzcan conjuntamente n bienes. Tendremos enton-
ces como coordenadas la longitud de produceién r y n — 1
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angulos ®; , @, ... Pn., , que constituyen juntos la combinacién de
produccion. [26] significa que la matriz bidimensional

3E 8E |
{_Sr ’ 3¢ '
B
sr | dp |
es de primer orden. Lo mismo resulta valido para el caso de n
bienes para la matriz de dos filas n — dimensional correspon-
diente:
3E 3E SE
sr 3¢, S 8 Pn.t
3K 3K 3K
sr 0 s, | s |

Los determinantes de segundo grado de dicha matriz se iguna-
lan a 0, con lo que se obtienen n—1 ecuaciones, que juntas defi-
nen una curva espacial en un espacio de n dimensiones (4).

(4) [26] se puede también escribir de la siguiente forma:

5K K 3E 3E
ar do ar d¢

Corresponde exactamente a la ecuacién citada en el Manual de MamsHALL en
la pdg. 890 de la “Curva del contrato” de EDGEWORTH, aunque aqui tiene una
significacién distinta pero andloga. Un sencillo cileulo demuestra, por lo demas,
E’l E’l
K’l K’Z ’
por consiguiente, es invariable respecto a nuestra transformacion de coor-
denadas.

gue el determinante [26] tiene el mismo valor que el determinante
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V.—Teoria del precio compensatorio entre explotaciones

{(Cap. 3, apartado 4.)

Vamos a aplicar los mismos signos que en el texto. Los costes
que en la explotacion N.° 2 se agregan a los costes de la explota-
cion N.° 1 los denominamos con la letra H. H depende evidente-
mente de x, y de y. La magnitud y viene definida como funcién de
%, y de x, con la condicion de que los costes de x; —y y x, tie-

nen que ser siempre un minimo. Tenemos, por tanto, para la
empresa total:

K=K, () +H(x;, 5 . (271

Y para la explotacién N.° 2:

Ky=y.V4 H(x,, y) [28]

donde se cumple simultaneamente la condicién (5) :

sH dK,
= - . [29]
Sy dx,

Por medio de [29] queda definida ¥y como funcién de x; y x, .

(5) Esta condicién se obtiene como sigue: si establecemos xi—y =u, la
magnitud K habri de ser un minimeo, dadas u y x.; por tanto:

s K(u, y, %) 3Ki(u+ ) 3 H(xs y)
= -+ =0
3y 3y 3y

de donde, teniendo en cuenta

3K i+ y) d Ky (x1)

8)’ dx1

se deduce la féormula [29].
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1—Si el bien N.° 1 no es apto para su venta en el mercado,
tendremos y = x; . Para que la empresa logre el maximo beneficio
tiene que satisfacer la condicién:

dE 332;_ idK1 SH( dy ;sﬂg 3H (30]

dx, | d y 3y dx, 3 x,

La explotacién N.° 2 se tiene que regir en lo que se refiere a
produccién para el mercado con arreglo a la hipétesis estable-
cida (6), segin el principio del lucro econémico. Resulta vilida,.
por tanto, para dicha explotacién en virtud de [28]:

gg [31]

5 E 3523:|d(y.V) ilj’ dy 382§+ 5H

¢ x, | dy 3y dx, Xy

De {30] y [31] se obtiene, para cada punto de s, , la ecuacion:

-4

dK, (y) dy.V)
— ) [32]
dy dy

Para que [32] resulte satisfecha para cualquier posible valor s,,
debe darse: y. V=K, (y) + L, donde L es una constante cual-
quiera. Segiin el principio XXXV, obtenemos la férmula:

L
V=K +—. {33]
¥

2.—51 el bien N.° 1 es apto para su venta en el mercado, el
precio compensatorio debe ser determinado de tal forma, que la
explotacién N.° 2 coincida siempre con los intereses de la empresa
total, cuando su oferta se haga con arreglo al principio del lucro
econdémico. En lo que respecta a la explotacién N.° 1 debemos
renunciar a tal forma de determinacién de su oferta y hacerla de- -
pender inmediatamente de la funcién de heneficio de la empresa
total.

(6) Ci. cap. 3, apart. 4, I.
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Si los precios P, y P, dependen de la oferta del mercade, es
decir:

Po,=P, (x; —y, %) ¥y P, =P, (x;, —y, x,) . [34]

Se dara, en general:

G=6G (x1 2 Y xz) Yy Gz = G2 (xl s Yo xz) . [35]

Aqui y es definida en virtud de la condicién de minimo {32]
para los costes de produccién de x,, como funcién de x, .

La condicién de maximo para G es la siguiente:
5G by 3G 3G 3y 3G
. -+ =0 . —+ =0. (35]

-~

Sy 8x;, 3 5y dx, 3 x,

a) Para la explotaciéon N.° 1 ¥ es una magnitud dada, que
demanda la explotacién N.° 2. También x, es un dato para la ex-
plotacién. La explotacién N.° 1 sélo influye directamente sobre el
beneficio de la. empresa total por la produccién conjunta s, de su
producto. Esta s, la obtenemos de la primera ecuacién [35], que
después de algunas transformaciones, y teniendo en cuenta [29],
resulta:

3P, 3P,
- + Py 4+ x,.

~
[ 0 Xy

(31 - y) - K’l (_31) =90. [36]

[36] define s, como funcién implicita de y y de x, .

b) La explotacién N.° 2 realiza su oferta segun la hipdtesis
adoptada con arreglo al principio del lucro econémico. Su benefi-
cio, en virtud de [32] y [36], depende, en tultimo término, sélo
de x,. La condicién de maximo para G, como ecuacién caracteris-
tica de s, es:

3G, ds, 3G, dy 3G,
: + — +
3 x, dx, Sy dx, 3 x,

0. {37]

En los puntosx; —= s, y x, = s, , G y G, tienen que ser miximos.
[35] y [37] deben ser satisfechas para los mismos valores de x, y x, ,
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cuando la conducta de la explotacién N.° 2 deba implicar un be-
neficio maximo para la empresa total. Esto resulta valido para to-
dos los precios y funciones de precios. Esta condicién se cumple
igualando las derivadas de G, a las correspondientes derivadas de
G. Obtenemos asi las tres identidades:

3G, 3G 3G, 3G §G, 3G

. .
_ b4 - ?
~

B x, 8 x, 3y 3y dx, 8x,

[38]

Il

De [38] se deduce la demostracién del principio XXXVI cuan-
do L sea una constante cualquiera:

G—G, =L. (391

Teniendo en cuenta [27], [28] y [34], resulta:
G =(x—y).Py+=x,.P,—K, —H

G, = x5 . P,—y.V—H
De aqui y de [39] resulta:
%z, .P,—K, L ‘
V=P — + . [401
y y

3.—[40} es la formula general para el precio compensatorio
entre explotaciores (7). Este se puede obtener para todos los casos
especiales de [40]:

(7) Se puede demostrar que la condicién {29] se mantiene al utilizar el
precio de compensacién para averiguar el coste minimo de la explotacion
N.° 2; resulta, cuando x: =u + y:

3 Ki(u,y, x2) 3y.V) 3H
= +
Sy 8y ey

Teniendo en cuenta [40], resulta
¥y V=—u.P@w + Ki(u+1y),

por tante, .

3y.V) 3K, 3K

3y Sy 3

con lo que obtenemos [29].
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a) Si el bien N.° 1 no es apto para su venta en el mercado,
su precio P, no vendra definido al principio. Si igualamos P, =0,
tendremos:

K, L
4+ —
y y

VYV =

de donde, teniendo en cuenta que x; —y, se deduce la férmu-

1a [33].

b) Si existe libre concurrencia en ¢l mercado del hien N.° 1,
[36] se convierte en P, = K’(s;), de donde se obtiene s, indepen-
diente de y y de x,. Entonces, de [40] obtendremos:

s;.P,—K,—L

V=P —
y

El numerador del quebrado de la derecha es independiente de
Yy ﬂe x, . Podemos designarlo con la letra — M, donde M es una
constante. Tendremos entonces el principio XXXVII:

M
V=P, +—. [41]
y ,

¢) Si P, es independiente de x, y P, lo es de x,, obtendre-
mos de [36]:

3P,

(s —9) . si—y | P i—y) — K, () =0, [42]

3 x;

[42] define s, como funcién implicita de y. La f6rmula para el
precio compensatorio se deduce de [40]:

s; . Py (s, —y) —K, (s1) L
V=P, (s,—y) — + . [43]
y 4

Aqui V es esencialmente distinto del precio de mercado P, , es
decir, no sélo en el cociente de una constante y de y, ya que el
numerador del primer quebrado [43], a través de P, (s, —y) y de
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5, en virtud de [42], depende de y. De aqui se deducen las refle-
xiones del apartado 4, IV, que conducen al principio XXXVIIL
En lo demas hay que afirmar, en virtud de [42], que la oferta de
la xeplotacion N.° 1 es independiente de la oferta de la explota-
cion N.° 2 en el sentido de que la explotacién N.° 1 no tiene que
guiarse, para realizar su oferta en el mercado, por la situacién de
mercado de la explotacién N.° 2, sino que la puede calcular inde-
pendientemente. El calculo de los costes puede ser aqui repartido.

d) Si €l precio y la cantidad maxima que se puede vender del
bien N.° 1 se encuentran fijados (por un cartel), y si designamos
con la letra h el contigente maximo que se puede vender, habra
que distinguir dos casos:

@) Si la oferta s, de la explotacién N.° 1 que surgiria, si la
venta —a un precio fijado— fuese libre, es mayor que & + ¥, la
explotacién N.° producira la cantidad h - y. Tendremos entonces,
en virtud de [40] y como x; = h 4 y:

K. (h +3y) L—h.P,
V= + . [44]
y y

Como L—h.P, es constante, [44] tiene una cierta semejan-
za con-[33].

B) Si s= h 4y, se producira la misma cantidad que en el
caso de libre concurrencia, es decir, con arreglo a la férmula [41].

e) Una situacién especial aparece en el caso de la concurren-
cia modificada. Aqui podemos considerar a los costes totales como
una suma de dos funciones: K, (x;) 4 C (x; —y), donde C son los
costes de venta dependientes de la cantidad vendida x, —y, que
no aparecen para y. Aqui [36] aparece en la forma:

P, —K'(s) —C(s;—y) =0.

Con lo que s, viene definido como funcién de y. De [40] se
deduce:

s, . P,—K;, —C(s;, —y) L
V:Pl— +
Yy Yy
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El numerador del primer quebrado depende de y por encima
de C y s, . Tenemos, por tanto, un caso semejante al de [43]: el
precio compensatorio resulta fundamentalmente distinto del precio
de mercado.

4.—El problema resulta mas complicado cuando ambas explo-
taciones producen varios bienes. Aqui hemos de aplicar el calcu-
lo vectorial con el fin de lograr una exposicién mas clara. Lla-
memos x, (k=1,2...n) a las cantidades producidas por Ila
explotacion N.° 1, ¥, (k=1,2...n) a las cantidades demandadas
por la explotacién N.° 2 y z;, (i=1,2,3...m) a las cantidades
producidas por la explotacién N.° 2 (todas en la unidad de tiem-
po), designemos, ademis, al vector-(x, , x;,... x, ) con ¢,alvector
(¥1+¥24 ... ¥,) con u, al vector (z,, z;, ... z,) con z, &l vector del
precio de todos los bienes n +4- m con el signo P ; finalmente, a
los precios compensatorios con V, (k=1,2,...n) y al vector
(Vi, Vz, ... V) con el signo 1B, al asignar a cada bien una coorde-
nada en un espacio de (n -+ m) dimensiones, tendremos:

GZ(‘E ‘—n+z)°$_K1( E)—H(T],Z):G(E 971’:)
G=z.8—1.8—HMz2) =G, (r,n2.

Su grado sera G, = 0 |sélo cuando sea el grado de G =0},
“Esto se logra haciendo G, = grado G. Entonces, G, sélo ss pue-
de diferenciar de G en una constante cualquiera L. Tendremos
entonces:

=(z—2).8—K, (7) +2.8

y finalmente:

. B=@0—¢).B+K(%)+ L.

En otras palahras: para la totalidad de las unidades de bien
demandadas por la explotacién N.° 1 de la explotacion N.° 2 en la
unidad de tiempo, la explotacién N.° 2 soporta los costes totales
de produccién de la explotacién N.° 1 y se apunta en el mercado
la ganancia de la explotacién N.° 1. A uno de estos sumandos se
afiade una constante cualquiera. En general, no se puede construir
un precio cempensatorio para cada bien. Aparcce una cxcepeion
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cuando reina libre concurrencia en el mercado de la explotacién
N.° 1, y también son independientes de ¥ los precios restantes,
es decir, cnando se da la ecuacién: | e
- n .
SiyVi= - St(n—5n) Pt Kizg)+ L.
1

1

Se obtiene aqui el vector mas favorable y de las ecuaciones:

. 1 rd
grado G ={( }, es decir, de: P, _—_T;——A las raices de estas n
k
ecuaciones las designamos con s, , al vector (s;, 83, ... 5, ) con 3
Las 5, s¢ obtienen independientemente de 3 y de z. Tendremos,

pues:

Ekyk.vk=§kyk.!’k_ Euk.pk_x,@) + L
1 ]

1

Ekyk.\’k=§ky1.Pk. [45)

] 1

Si igualamos la constante arbitraria L a la magnitud constante

-
o

22‘( ‘}’k.Pk —_ Kl(‘).

[45] solo se satisface para cada valor de cada y, , cuando
Vi = Px, es decir, cuando:

%=$c

Por consiguiente, en el caso de la libre concurrencia tendree
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mos la misma situacion para la produccién conjunta y para la
produccién simple. No se altera nada si hacemos

My -
i

Vk=Pk+

Si designamos con M a la constante

n
S
1
Tendremos:
n n

Sk Vs Sk Pt M

1 1

,

7.8 =01 8+ M.

VIL—El equilibrio estdtico con una distribucion dada
de las empresas

(Cap. 4, apartado 1, 1)

Asignamos a las n clases de mercancias de nuestro sistema un
espacio de n dimensiones. Ademés numeramos a nuestros m indi-
viduos economicos, que son en parte empresas y en parte indivi-
duos naturales. La oferta de la economia de un individuo mime-
ro ¢ la consideramos como un vector, designindolo con la ex-
presion ¥, . Las componentes de este vector seran iguales a cero
en tanto que los bienes correspondientes no sean ofrecidos por el
individuo respectivo. El vector de oferta de una empresa no es sino
su vector de producto. Correspondientemente definiremos al
vector v, como el vector de oferta del individuo econémico nu-
mero 1. Para una empresa, %, no es sino su vector de gasto, donde
el capital empleado se considera igualmente como velocidad de
gasto, es decir, como disposicion de capital en la unidad de
tiempo. B es el vector general del precio.



fal

SEPBRE.-DICBRE, 1955] FUNDAMENTOS DE UNA TEORIA... 351

1. El equilibrio individual de la empresa (8).

A la empresa le corresponde una funcién de produccién que
relacione el vector de gastos y el vector de productos. Como la
disposicién de capital esta contenida en el vector del gasto, 1a fun-
cién de produccién dependera del vector del precio. Tiene, por
tanto, la forma general (9):

e( —mP)=0. [46]

Esta funcién tiene el significado signiente: B se considera como
dado por la empresa correspondiente, ya que se trata del caso de
Iibre concurrencia. Si se ha de producir algin ¥, todas las w que
con los ¥ satisfacen.a la ecuacién [46] son vectores de gasto, que
técnicamente resultan adecuados para producir ¢; dado un vector
de gasto m, todas las ¥ que juntas con las 7 satisfacen a la ecua-
cion [46], son vectores de producto que pueden ser producidos
con 1. -

La empresa busca hacer waximo el vector del producto

(z —n.%
con la condicién subsidiaria [46], donde, como se ha dicho, 8 e
constante, La condicién de maximo es aqui la siguiente:
La matriz

~

[47]

h

T
grad (B—m) ¢

es de grado 1 para los valores realizados de ¥ y =.

En general, se puede aceptar que las componentes del vector
dc producto distintas de cero son componentes de cero para el
vector de gasto y viceversa. Para cada derivada parcial existente
con arreglo a [46], de una componentc y, de 3 respecto a una

(8) Cf. PareEro: Manuel, 1927, apéndice, mim, 77 y siguiente,
(9) Podemos prescindir del indice que indica el nimero de la empresa.
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componente x, de 2 (0=12,.. n; k=1,2,...n), resulta la
ecuacion:

P. 3
B Ve oP, = . P

Pk 3 x;

[48]

Existen siempre n — 1 ecuaciones independientes [48], de modo
que de [46] y de [48] dadas las relaciones de precios quedan de-
terminadas, en general, por los vectores a realizar por la empresa;
cierto que para la componente del capital sélo lo sera hasta un
factor dependiente de la altura absoluta del nivel del precio.

Semejante a [48] es el sistema de ecuaciones:

P, 3 x, P 3 x,
P, = 5y °Te=T3y- B -l
3 Y Sy
5 es la medida de la cantidad del gasto marginal = k P,
X

la medida del valor del mismo gasto margfnal, que dehe hacerse
del medio de produccién N.° k para producir el producto N° i;

8 x, 3 x,
_337'_ es 1a medida de la cantidad del ingreso marginal y ———P, es
k ° yk

la medida del valor que se obtiene por medio del gasto del factor
de produccién N.° k para obtener el producto N.° i.

[48] significa, por consiguiente, que €l gasto marginal del valor
correspondiente de un medio de produccidén cualquiera para un
producto, es igual al precio del producto; [49] significa, analoga-
mente, que el ingreso marginal de un medio de produccién es
igual en cada producto al precio del medio de produccion. De [48]
se deduce que los gastos marginales de todos los medios de pro-
duccién para cada producto son iguales entre si; de [49] se infiere
que los ingresos marginales de todos los productos son iguales entre.
si para cada medio de produccién. .

2. El equilibrio individuel del individuo natural

El individuo natural, que vamos a denominarlo consumidor
para diferenciarlo de la empresa productora, es oferente de medios
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de produccién y demandante de productos. También en ¢l hay que
distinguir, por consiguiente, un vector de oferta y y un vector de
demanda M. Su “ecuaciéon de balanee” (10) es:

(z—m.%=0. [s0]

Intenta hacer maxima su funcién de ofelimidad o funcidén in-
dice de ofelimidad o wutilidad (11).

con la condicién subsidiaria [50], donde ‘B es constante, ya que
nos encontramos en la hipdtesis de la economia de concurrencia,
La funcién de ofelimidad se refiere a la situacién total del con-
sumidor, es decir, tanto a su oferta como a su demanda Se intro-
duce el pardmetro P porque la oferta del capitalista no se puede
definir independientemente del vector del precio.

Obtenemos una expresién andloga a la condicion de maxi-
mo [47}: la matriz

B
grad(z —) f (511

es de grado 1 para los valores realizados de ¢ y

Las ecuaciones obtenidas de [51], de manera semejante a como
8¢ ha hecho con [48] y [49] al deducirlas de [47]:

fi Fx
= [52]
P Py

contienen el conocido principio de la igualdaﬂ de las utilidades
marginales (12).

(10) Ci. Pamero: Manuel, 1927, apén., nam. 80.
(11} Cf. Parero: Manuel, 1927, apén., ném. 1 y siguiente.
(12) Cf. Panero: Manuel, 1927, apén., nim. 80,

23
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-,

3. El equilibrio general. v

~ El vector de oferta general U de nuestros n individuos econé-
" micos, se obtiene a través de la expresion:

‘u=§“ # 58]

El vector de demanda total se deduce de la expresion:
]

t=">¢ v, [54]
1

’

Por medio de [46] y [47], asi como de [50] y [51], se define
como funcién de B cada ¥ y cada 9, . En virtud de [53] y [54]
resulta lo mismo para ¥ y 1. Como el mecanismo de la concurren-
cia contribuye a la igualacién de la oferta y la demanda, obtene-
mos coino sistema de n ecuaciopes caracteristicas para el vector
del precio P la expresion:

_’ UP)= R(P) . [55]

Fsta expresién determina a P hasta un factor de proporciona-
lidad, ya que, como se ha mencionado, € y y resultan independien-
tes de la altura absoluta del precio. «

VIL.—E! principio de la atribucion total en el equilibrio estdtico
(Cap. 4, apartado 1, IIL.)

Vamos a suponer un caso simplificado, que contenga las hipé-
tesis esenciales: Nuestra empresa produce un producto con ung
velocidad de produccién x y un precio P, y emplea para ello tres
medios de produccién con unas velocidades de empleo ¥1, ¥z, ¥3 ¥
los precios Q;, Q;, Q3. Todos los precios son datos para la em-
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presa, con arreglo a la hipétesis de la existencia de una economia
de libre concurrencia. Entonces se puede escribir la funcién ge-
neral de produccién [46] en la forma simplificada:

x=Ff(¥1s¥2,%3) - [56]
Los costes totales de x son:

K#x) =9.Q +5.Q; 4+ ¥:.0Q;5. [57]

La velocidad de produccién realizada la designamos, como
siempre, con la letra s; las velocidades de gasto las designamos
con las letras ¢, , ¢, , t5.

El beneficio es:

x.P—K(x):P-f(y‘l,;)’zsya)_(}'l-Q1+
+ . Q+y3.0Q;.

[57]

Su maximo determina a t;, £, y 3, y por encima de [56] a la
magnitud s. Las ecuaciones caracteristicas para t,, t,, t; son:

P'f’l (t19 tzvts) :Q1
P. f,:z (tl s tas tai) = Qz [58]
P-fls (f19t27 ts) :Qa

[58] no es sino el sistema de ecuaciones [49]. El principio XXXIX
significa que los precios de la economia estatica de cada empresa
tienden a realizar su déptimo de la explotacién, es decir, el mini-
mo de
K (x) ¥1.Q1+5:.Q:+ 5. Qs
= . [59]
x Fyis 25 ¥s)

El minimo de [59] lo obtenemos de las tres ecuaciones:

S-Ql"‘f,1(t1atzeta) -K(S) =0
5.Q;—fo(t,t2,8) . K(s) =0 [60]
S-in“'fls(t19t29ts) K(s) =0
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Si multiplicamos la primera de las ecuaciones [60] por ¢, la
segunda por t, y la tercera por r; y luego las sumamos, obten-
dremos:

s K@) —(t, . fi+t, . fo+t5.f3) K(s) =0

o después de algunas transformaciones:

flg,ta,ty) =06, .y 4+t . fa+ts.Fs. {61]

Esto significa: en la situacién de equilibrio estatico la suma
de las cantidades de medios de produccién empleadas en la uni-
dad de tiempo multiplicadas por sus productividades marginales,
es igual al producto total. Las ecuaciones [58] indican que en la
economia de eoncurrencia lucrativa la atribucién se hace con arre-
glo a las productividades marginales. [61] indica que en dicha
atribucién sale sin resto.

La ecuacién [61] es una condicién necesaria, pero no suficiente
para la existencia de un equilibrio estatico en la economia de con-
currencia. Si, por consiguiente, la funcién general de produccién
de una economia se encuentra constituida de tal modo, que [51]
no queda satisfecha para ningiin vector de gasto, la forma de or-
ganizacidn en régimen de economia de concurrencia en relacion
con el principio econémico lucrativo, no sera realizable. Aqui se
muestra muy claramente la dependencia en que se encuentra la
forma de organizacién econdémico-social con respecto a las relacio-
nes de produccién, es decir, con respecto a la situacion téenica.

B. GENERALIZACION DE LA FUNCION DE COSTES TOTALES {13)

La mayoria de los principios obtenidos ne resultan validos para
cualquier funcién de costes totales imaginable. Hemos hecho ex-
plicita la hipétesis de la regularidad. Por consiguiente, los princi-

(13) Nos ocupamos aqui de la teoria de la longitud o duracién del pro-
ceso productivo. Analogamente, se puede obtener la correspondiente generali-
zacién para la teoria de la combinacién de la produccion.
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pios obtenidos s6lo resultan validos para las funciones de costes
totales que satizsfacen dicha hipédtesis. Aqui vamos a estudiar has-
ta qué punto esos principios pueden extenderse también al caszo
general.

Para razonar el principio (XXII) se aproveché subsidiariamen-
te el hecho de que las magnitudes de valor muy reducidas pueden
despreciarsc desde el punto de vista econémico. Aqui vamos a con-
vertir ese hecho en principio fundamental:

SE PUEDE PERMITIR CUALQUIER VARIACION ARBITRARIA DE LA FUN-
CION DE COSTES TOTALES QUE SOLO ALTERE A LA FUNCION DEL BENE-
FICIO EN UNA CANTIDAD iNFIMA « (POR EJEMPLO: & = 0,0001 Pf).

La licitud de esta afirmacién y el hecho de que los resultados
econémicos no resulten alterados por ella, es evidente.

Ahora podemos demostrar el principio siguiente:

(XXXX) La FUNCION DE COSTES TOTALES SE PUEDE REPRESENTAR
SIEMPRE POR UNA FUNCIGN MONOTONA CRECIENTE UNIVOCA, QUE TIENE
EN CUALQUIER INTERVALO FINITO MUCHAS ZONAS DE DISCONTINUIDAD
Y QUE ALL{ DONDE ES CONTINUA TAMBIEN ES REGULAR.

La funcién de costes totales univoca y mondétona (14); de don-
de se deduce que las discontinuidades sélo pueden aparecer a sal-
tos. La funcidén de costes totales tiene eh las zonas de discontinuidad
dos valores limites: uno a la izquierda y otro a la derecha. El si-
tuado a la izquierda es siempre el menor. Queremos demostrar {lo
que en virtud de la amplitud de @ siempre resulta posible), que el
valor limite situado a la izquierda siempre debera ser valor de la
funcién de la zona de discontinuidad. La diferencia entre los dos
valores limites es el salto o, como se le denomina generalmente,
la oscilacién. Una zona de discontinuidad viene caracterizada por
el hecho de que su oscilacién es distinta de cero. Si tenemos dos
velocidades de produccién cualesquiera, x; y x,, en virtud de la
monomania de la funcién de costes totales, se dara que la suma de
las oscilaciones de todas las zonas de discontinuidad en el intervalo
(x5, 2,) no podra ser mayor que la diferencia de los valores de los
costes totales correspondientes a x; v a x,, es decir, | K {(x,) —
K (x,) | . Pero de aqui se deduce que existen muchas zonas de dis-

(14) Cap. 1, apart. 1, 11, 2,
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continuidad y que las oscilaciones son mayores que 2. El niimero
de dichas zonas no puede ser mayor que el cociente

K (xz) —K (xl)

&%

Todas las zonas de discontinuidad cuya oscilacién o fluctuacién
sea menor que o, deberan despreciarse. Ya que en su entorno los
valores de los costes totales pueden variar de tal modo, que se di-
ferencien de los valores originarios en menos de «, y la funcién
de costes totales, nuevamente definida, seguira una trayectoria con-
tinua. Ademas, podemos determinar la regularidad, en todos aque-
llos sitios donde la funcién sea continua, por medio de variaciones
que sean menores que ¢, con lo que queda demostrado nuestro
prineipio. ‘

Para cualquier funcion de costes totales se pueden calcular siem-
pre, sin mas preambulos, los costes medios y los costes medios va-
riables. El principio que acabamos de demostrar nos pone en con-
diciones de construir también una funcién de costes marginales
para la funcién general de los costes totales. En lo que sigue vamos
a numerar y a designar con la letra u las zonas de discontinuidad.
Dos zonas de discontinuidad contiguas forman un intervalo regular.
En su interior la formacién de la funcién de costes marginales re-
sulta perfectamente clara. Vamos a averiguar ahora cémo tenemos
que determinar la funcién de costes marginales en las zonas de dis-
continuidad. ‘

Los costes marginales de una velocidad de produccion consti-
tuyen simultineamente una cierta orientacién respecto a los costes
totales de dicha velocidad de produccién. De aqui se deduce que
solo las derivadas del lado izquierdo resultan decisivas en las zonas
de discontinuidad para la determinacién de la funcién de costes
marginales en dichas zonas. La funcién de costes marginales resul-
taha necesaria para determinacién del minimo de la explotacién,
del 6ptimo de la explotacién y de la oferta de la explotacion. Las
velocidades de produccién respectivas aparecian como las abscisas
de los puntos de interseccién de los costes marginales con las cur-
vas correspondientes. En nuestro caso pueden aparecer varios de
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dichos puntos de interseccién en el interior del intervalo regular.
Entonces habrd que comparar entre si los resultados. Pero ademas
las velocidades de produccidn respectivas pueden encontrarse si-
tuadas en una zona de discontinuidad. Con el fin de que formal-
mente se obtenga cada una de las velocidades de produccién sena-
ladas, segin un punto de interseccién, determinamos como siguen
los valores de los costes marginales en las zonas de discontinuidad.

Son costes marginales de una zona de discontinuidad:

1. La derivada del lado izquierdo de la funcién de costes tota-
les en dicha zona.

2. Todos los valores que sean mayores que dicha derivada.

Con esta afirmaciéon se mantienen todas las leyes deducidas,
también para la funcién general de costes totales de la oferta sim-
ple. Este hecho se puede demostrar matematicamente de manera
mas rigurosa. Pero dicha demostracion es formal y no enriguece
esencialmente al conocimiento econémico. Por tanto, no la ofre-
cemos. Las disquisiciones de este apartado sélo tienen como finali-
dad el ampliar en lo posible el ambito de validez de los principios
deducidos,

Finalmente, demos una breve formulaciéon analitica de los he-
chos expuestos.

La curva de costes totales K (x) es regular cuando u, < x <
< ugi1 (donde n=1,2,...). Tendremos:

K@ua,) =limK(x) .

x=>u, —0

Con lo que K (x) es definida para todos los valores de 2 > 0. De
aqui se obtienen también K* (x) y K}, (x), que tienen las mis-
mas zonas de discontinuidad que K (x).

K’ (x) es definida para uy, < x < uay1 por la ecuacion:

dK (x)

dx

K (x) =

Resulta, ademas:
K (un) = Lim K’ (x) .

x>u, —0

K’ tienen, por tanto, infinitos valores en u, .
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Kstas relaciones y la aplicacién de las leyes anteriormente de-
ducidas se exponen en el segundo ejemplo del apéndice D (15).

C. NOTAS A LA TEORIA DE LOS COSTES DE EUGENIO SCHMALENBACH
1.—Teoria de la produccién simple

Entre las obras fundamentales de la literatura alemana sobre
la teoria de los costes, se encuentran las de Eugenio Schmalenbach,
en especial sus “Grundlagen der Selbstkostenrechnung und Preispo-
litik” (16). Esta obra, que aparecié por primera vez en 1909 en la
“Zeitschrift fiir handelswissenschaftliche Forschung”, representa la
base de la teoria de los costes alemana actual. Por tanto, resulta
justificado hacer un estudio de los principios fundamentales de di-
cha obra, indicando al mismo tiempo la posibilidad de aplicacién
teorética de la teoria de los costes formal, o sea, el analisis de la
teoria de los costes no fundada matematicamente.

Los tres puntos fundamentales de la teoria de los costes de
Schmalenbach son:

I. La clasificacién de los costes.
II. El “factor proporcional”.
ITII. El “fraccionamiento de los costes”.

I

Las clasificacién de los costes

Schmalenbach distingue costes fijos, regresivos, proporcienales
v progresivos.

(15) Aparece un caso particular, cuando existe un limite superior para la -
velocidad de produccidén, que no puede superar, quizi por motives técmicos.
Entonces la funcién de costes totales sélo quedara definida entre 0 y dicho
limite superior. Aqui el limite superior de las velocidades de produccién lo
consideramos como una zona de discontinuidad de la funcién de costes totales.
Las demds consecuencias se obtienen de los desarrollos estudiados. Un ejemplo
para este caso es la fibrica de ladrillos. (Cf. EwqueteE: Comisién, 1, 3.
Art. Gr., segunda parte, 2, pag. 186.)

(16) Quinta edicién. Leipzig, 1930.
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1. CostEs FLJ0S.—Schmalenbach los define como sigue: “Su
naturaleza (de los costes fijos) consiste en el hecho de que no re-
sultan influidos por las oscilaciones del grado de empleo” (17). Por
grado de empleo entiende Schmalenbach “la masa de los produc-
tos fabricados en cada caso” (18). Esto se puede completar dicien-
do: “la masa de los productos fabricados en la unidad de tiempo™.
Entonces el concepto de grado de empleo para Schmalenbach coin-
cide con nuestro concepto del nivel de produccién. Con lo que los
costes fijos no seran otra cosa que nuestros costes constantes K, Este
concepto univoco, y en nuestra opinién también justificado, de los
costes fijos no es comservado, por lo visto, en la exposicion del
“fraccionamiento de los costes”, de modo que nosotres, para evitar
confusiones, hemos empleado la denominacién “costes constantes”,
donde la palabra “constante” corresponde exactamente al caracter
matematico de dicha funcién de los costes.

A menudo se declara, del lado de la economia de la empresa,
que los costes fijos tampoco son independientes del grado de em-
pleo, sino que varian a saltos al crecer dicho grado de empleo. Pero
evidentemente este caso sélo se da cuando se define el concepto de
“costes fijos” de modo distinto a como lo hace Schmalenbach. En-
tonces los costes “discontinuos” se suman a los costes fijos. En nues-
tra opinién esta ampliacion del concepto de “costes fijos” no es
justificada. Nos parece mas recomendable introducir el concepto
especial de “costes discontinuos”.

2. CostEs REGRESIVOS.—Schmalenbach los define de la manera
siguiente: “los costes totales regresivos se caracterizan por el hecho
de que los costes totales crecen al ser creciente el grado de empleo,
perc dicho crecimiento es menor que el experimentado por la pro-
duccion” (19). Esta definicién hay que interpretarla teniendo en
cuenta los ejemplos numéricos expuestos en su “selbstkostenre-
chung”, en el sentido de que el crecimiento de los costes en relacion
con la altura de los costes totales es menor que el crecimiento de

(17 L. c., pig. 37.
(18) L. c., pag. 32.
(19) L. ¢, pag. 37.
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la velocidad de produccién, respecto a la velocidad de produccién.
Tendremos, por consiguiente:

K+ Ax) —K(x) Ax

<
K (x) x

Cuando A x se positivo y suficientemente pequefio. De aqui se
deduce:
K+ 2Ax) —K(x) K (x)
< — = K* (»)

Ax X

o pasando al limite:

K’ (x) < K* (x) .

La ‘desigualdad resultara satisfecha cuando los costes medios
sean descendentes (cf. principios III y IIla). Esto es también de
aplicaeién al ejemplo numérico de Schmalenbach.

Podemos, por tanto, afirmar que nuestra definicién de los cos-
tes regresivos coincide con la de Schmalenbach. Resulta, pues, que
los costes regresivos son costes cuyo promedio decrece cuando la
velocidad de produccién es creciente. '

3. CosTtEs PROPORCIONALES.—Schmalenbach los caracteriza del
siguiente modo: “Si el grado de empleo disminuye a la mitad, los
costes descienden hasta dicha mitad; si crece la cantidad producida
hasta el doble, los costes también aumentaran hasta el doble” (20).
En general, resultara, por tanto, que:

K =2.XK(Q)

con lo que:

K (x) =K(1).
Tendremos, por tanto:

x. K(1)

K* (x) — L —K(1) =K

x
como condicién para que los costes sean “proporcionales”.

(20) L. c., pag. 32.



SEPERE.-DICERE. 1955] FUNDAMENTOS DE UNA TEORIA... 363

4. CosTEs PROGRESIVOS.—Lo mismo que para los costes regre-
sivos, se indica aqui que los costes progresivos habran de satisfa-
cer la condicidn:

K’ (x) > K* (x)

es decir, que también aqui coincide nuestra definicién con la de

Schmalenbach.

La introduccién de los conceptos “regresivo” y “progresivo” es
muy util como férmula de expresion abreviada. Por el contrario,
el concepto “costes proporcionales” resulta superfluo; ya que los
costes totales s6lo son, en general, “proporcionales” en un punto,
a saber: en el 6ptimo de la explotacion {del mismo modo los cos-
tes variales lo son en el minimo de la explotacién).

II
El factor proporcional

Si x; ¥y x, son dos valores distintos de la velocidad de produc-
cién x, factor proporcional correspondiente que vamos a designar
con la letra Q, sera: ‘

K(xz) —K (xl)

Xy — X,

El factor proporcional es, por tanto, el cociente de las diferen-
cias de la funcién de costes totales que corresponde a las dos ve-
locidades de produccién x; y x,. De manera abreviada podremos
también escribir:

Q:Q(xlsxz) .
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Schmalenbach ha explicade (21) el factor proporcional {(22)
“para el calculo del valor en muchos casos”. La importancia de
esta afirmaciéon no radica tanto en el terreno teorético (el factor
proporcional no es otra cosa que un valor aproximado de los costes
marginales; la teoria de la productividad marginal, que establece
<l principio: “costes marginales igual al precio”, tiene sus origenes
ya en Ricardo y Thiinen) como en el practico; el mérito de Schma-
lenbach consiste en haber sido el primero que ha introducido este
valor como valor de cilculo, en el calculo practico de los costex.

(21) Dos férmulas que representan una depuracién del principio propor-
cional, son las siguientes: llamemos f a la velocidad de produccién a realizar
y B al precio del mercado. Si tenemos Q (x,, x:) y se da Q = P, tendremos

X+ X

Si tenemos Qi=Q(x,x) y Q:=0Qx52x) y se da x, <x,<x, asi como
Q. < P < Q,, resultara:

La demostracién se obtiene considerando a la funcién de costes-totales en
el intervalo estudiado, de manera aproximada, como un polinomio de segundo
grado, y aplicando al cidleulo diferencial el principio del valor medio.

De la misma manera se obtiene la signiente férmula de aproximacién pare
los costes marginales K’ (x) de la velocidad de produccion x: si x, y x. son
des velocidades de produccién, que se encuentran préximas a x, y resulta
x < x < x:, tendremos, si hacemos Q(x,x) = Q. y Q{x, x:) = Q::

(xy-— X) Q‘ 4+ {x—x) Qz
Ky e e

Xy — Xy

(22) L. c., pag. 52. En la pag. 53, SCHMALENBACH explica que también el
precio compensatorio debe ser considerado en relacién con los costes margi-
nales. Una comparacién de esta afirmacién con el estudio realizado por mes-
otros, 4.° apartado del capitulo 3.°, muestra que sélo podemos estar de acuerdo
con é1 en esta cuestién cuando existe, para el bien calculado, acceso al mercado
en libre concurrencia.
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Ha schalado que bajo ciertas hipdtesis se debe producir de tal
manera que el factor proporcional perteneciente al entorno de la
velocidad de produccién realizada sea aproximadamente igual al
precio de mercado. Este teorema resulta tanto mas exacto cuanto
menos se diferencie el factor proporcional de los costes marginales
correspondientes a la velocidad de produccién realizada.

11X
Fraccionamiento de los costes

En el “fraccionamiento de los costes” hemos de detenerncs més
que cn los puntos que acabamos de tratar. Precisamente sobre esta
cuestién reina un gran confusionismo. Los propios estudios de
Schmalenbach no resultan muy claros y nos parece que requieren
una interpretacién. Cierto que han sido interpretados y ampliados
con mucha frecuencia. Pero s6lo conocemos una interpretacion a
la que podamos considerar como libre de toda objecién: es la
monegrafia del Dr. Kosiol: “Kostenauflgsung und proportionaler
Satz” en Z. {. h. F., 1927, Posteriormente ha aparecido otra mono-
grafia del Dr. Kalischer (“Der Widerspruch zwischen mathemati-
scher und buchtechnischer Kostenauflésung”, Z. {. h. F., abril 1929)
en la que se interpreta correctamente el fraccionamiento de los
costes. Sin embargo, Kalischer no se limita a la simple interpreta-
cion, sino que presta singular atencién al caso en que bajan los
costes marginales, es decir, cuando se da la ley de la productividad
creciente. En Schmalenbach falta un estudio de este caso y tam-
poco se encuentra en Kosiol, ya que éste hace una interpretaciéon
pura. Por consiguiente, no estamos de acuerdo con Kalischer cuan-
do opina que Kosiol “se ha dejado equivocar” por el ejemplo de
Schmalenbach. El ¢jemplo de Schmalenbach tampoco muestra
laciones extraordinarias”, sino que es simplemente un caso especial,

“re-
a saber: aquél en el que los costes marginales crecen desde el prin-
cipio, es decir, cuando la explotacién sigue la ley de la producti-
vidad decreciente.

En Jo referente a la interpretacién del “fraccionamiento de los
costes” de Schmalenbach, nos remitimos a la monografia de Ko-
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gio]l anteriormente citada, ya que consideramos su trabajo como
definitivo en esta materia. Por consiguiente, podemos pasar al ana-
lisis.

Schmalenbach fracciona los costes en un “elemento” propor-
cional y en otro fijo. Pero seria un error el creer que el elemento
fijo tiene algo que ver con los costes fijos definidos anteriormente.
Para Schmalenbach este punto no estd muy claro. Kosiol muestra,
por el contrario, la unica interpretacién posible. De todos modos
el nombre “elemento fijo” fué una eleccion desafortunada. Pero
el hecho de que dicho “elemento fijo” en el “Selbstbrostensechnung”
se denomine en el ejemplo de la pagina 45 “costes fijos”, hace pen-
sar si Schmalenbach es también de la opinién de que elemento fijo
y costes fijos sean idénticos. Esta impresion se afirma a la vista de
los estudios de Schmalenbach en su “Kontenrahmen” (23). Aqui
parece opinar, como también sostiene Maletz (24), que sélo existen
costes fijos y proporcionales, y que los costes regresivos y progre-
sivos se¢ componen de las otras dos categorias. Frente a esto pode-
mos afirmar lo siguiente: en el supuesto de que, por la expresién
“proporcional”, se quiera dar a entender realmente el concepto
matemético correspondiente, la tesis en cuestion no puede mante-
nerse respecto a los costes progresivos, y respecto a los costes re-
gresivos sdlo se mantiene cuando éstos siguen una trayectoria li-
neal, es decir, cuando la funcién de costes totales sea lineal y re-
gresiva.

El fraccionamiento de los costes se practica de la siguiente for-
ma: el factor proporcional se multiplica por una de las dos velo-
cidades de produccién correspondientes y se sustrae el producto
de los costes totales. El resto (en los dos casos aparece la misma
diferencia) se denomina por Schmalenbach elemento fijo de los
costes totales. Si conservamos las denominaciones anteriores y de-
signamos con la letra f al “elemento fijo”, tendremos:

K(xl)—xl‘Q(xl o'xz):K(xz) —‘xz-Q(xla x;) :f:f(x1a x5) .

Respecto a la longitud del intervalo (x,, x,) mo se encuentra
ninguna afirmacién explicita en Schmalenbach. Pero como parte de

(23) L. c., pag. 31 y siguiente.
(24) “Z. f. h. F.”, 1926, pag. 293.
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la hipétesis de que los costes totales siguen una trayectoria lineal
en dicho intervalo (25), el intervalo tiene que ser pequeiio, ya que
dicha hipdtesis es tanto mas exacta cuanto menor sea el intervalo,
es decir, cuando tienda a cero. Entonces Q pasa a K’, y obtenemos
“el elemento fijo” como funcién de la velocidad de produceién por
medio de la ecuacién

F=K@) —x.K(x) =f(x).

En general, f no es constante en ningin intervalo por muy pe-
quefio que éste sea (26). Sélo existe un punto en el que f coin-
cida con K,. Es el minimo de la explotacién. Si establecemos, por
tanto,

K =f=K({x) —x.K (x)

tendremos:

%K (x) =K@ —K, =K, (x)

K’ (x) =

K, (x) .
_“x_ =K} (x) .

Esta ecuacién solamente resulta satisfecha en el minimo de la
explotacién. Podemos, sin embargo, determinar la forma de una
funcién que cumpla en todo su desarrollo la condicién de que el
elemento fijo sea igual a los costes fijos. Entonces la ecuacién an-
terior resultara satisfecha para todos los valores de f. La funcién
de costes totales obtenida por la integracién de dicha diferencial
es lineal. K’ (costes marginales) es constante. La forma general de
tal clase de funcién es:

K() =K, +x.K’.

(25) L. c., pag. 28, ScHmMALENBACH utiliza aqui la expresién “unitario”, pero
lo que se quiere decir es lineal.

(26) Si se quiere hacer depender la magnitud Q con arreglo a la expresién
del texto de SCHMALENBACH en la forma ofrecida primeramente, de los dos gra-
dos de ocupacién x: y x, es decir, considerdndolos como cocientes de diferen-
cias, el resultado serd el mismo, pero la representacién se haria muy com-
plicada.
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Esta es una funcién muy especial que por lo demdis no puede
darse en la economia de concurrencia, ya que sigue la ley de la
productividad constante (27)-.

Quiza resulte interesante representar geométricamente la dife-
rencia existente entre “costes fijos” — costes constantes) y “elemen-
to fijo”. En la figura 14 se encuentran representados sobre ¢l eje
de ordenadas tanto los “costes fijos” como el “clemento variable”.
Los “costes fijos” vienen medidos por la recta O A. El “elemento
fijo”, correspondiente a una velocidad de produccién x, es la recta
trazada desde el origen hasta el punto de interseccién del eje de

f1h)=5

Flg)=3=K1

fip)=0

0 b g pss)

1fis)=-4

Figura 14. -

(27) Por consiguiente, resnlta inadmisible el considerar a la funcién de
costes totales de una empresa que actie en régimen de libre concurrencia, aun
cuando sélo sea de manera aproximada, como lineal, tal y como lo hace Len-
MANN en su monografia “Grundsitzliche Bemerkungen zur Frage der Abhiingig-

keit der Kosten vom Beschiftigungsgrad” (Betriebswirtschaftliche Rundschau,
1226, pag. 146).



SEPBRE.-DICBRE. 1955] FUNDAMENTOS DE UNA TEORIA... 369

ordenadas con la tangente a la curva de costes totales en el punio
perteneciente a la velocidad de produccién correspondiente. (pun-
to [x,K(x)]).

f es positiva cuando existen costes regresivos y negativa cuan-

f

K,

bién como medida de la regresién, o de la progresién. f coincide
con la pérdida (cuando es positiva) o con el beneficio (cuando es
negativa) que surge cuando las velocidades de produccién son
ofrecidas a sus costes marginales (es decir, en la economia de con-
currencia). Es imposible, sin embargo, deducir de la altura del
“elemento fijo”, la altura de los “costes medios”.

Resumiendo el resultado de nuestra exposicién, tenemos:

1. La afirmacién de que los costes regresivos son la suma de
un elemento -“proporcional” y uno “fijo” (asi como la afirmacién
correspondiente para los costes prgoresivos) no es otra cosa que
una parte de la definicién del elemento fijo.

2. La afirmacién de que los costes regresivos son la suma de
los costes proporcionales y los costes fijos (en el sentido de la defi-
nicién original de los costes fijos), es incorrecta. No es posible ob-
tener una funcién de costes regresivos cualquiera sumando a los
costes fijos una funcién lineal, es decir, una funcién constante o
en forma escalonada.

3. El concepto “productividad fija” que se establece en el ani-
lisis de los costes progresivos no tiene, en realidad, nada que ver
con los costes fijos.

do son progresivos. Por consiguiente, se puede utilizar f o

tam-

4. El nombre “elemento fijo” no tiene objeto, ya que no se
observa qué propiedad se quiere sefialar con el adjetivo “fijo”.

2.—Teoria de la produccion conjunta
Hemos de suponer que el contenido de la seccién “Der Kalku-

lationswert bei Kuppelprodukten” (28) es suficientemente conoci-
do, con lo que se evita el tener que citarlo literalmente. Se trata

(28) L. c., pag. 28 y siguientes.

24
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aqui de la produccién de dos bienes en una proporcién fija. Apa-

- rece una particularidad en el hecho de que la demanda se encuen-

tra graduada con arreglo a una escala de aplicacién, mientras que
los costes son proporcionales a la velocidad dé produccién. Sabe-
mos que esto tltimo solamente resulta posible cuando la empresa
posee un monopolio. En este sentido es en el que podemos expli-
car también la escala de aplicacién. Por consigniente, podemos es-
tablecer el siguiente supuesto: por la venta de 1.000 kg. del pro-
ducto A se obtienen, por 100 kg., 150 marcos; obteniendo, por
tanto, una ganancia de 1.500 marcos. Si no se venden 1.000 kilo-
gramos, sino 1.000 kg. + 1.500 kg. — 2.500 kg. (todo a un precio),

1.500.120

la ganancia pasara de 1.500 marcos a 1.500 g0 mar

cos = 3.300 marcos. Con lo que el aumento de la venta en 1.500 ki-
logramos implica un aumento de la ganancia de 1.800 marcos, es
decir, 120 marcos por cada 100 kg. Una ganancia total de 3.300
marcos para 2.500 kg. significa que éstos son vendidos a 132 mar-
cos cada 100 kg., etc. Por consiguiente, podemos deducir de la
escala de aplicacién una funcién del precio del producto A e igual-
mente del producto B. :

Si designamos con E (x) a la ganancia de una determinada can-
tidad x del producto A, podremos, llamando x, a la primera can-
tidad en la escala de aplicacién, x, a la suma de la primera y de
la segunda, x; a la suma de la primera, segunda y tercera, é;p., ob-
tener como sigue la férmula general para el establecimiento de
“una escala de aplicacién” de la funcién de precio:

Como para x, se obtiene la ganancia E (x,), la unidad de pro-

E (x,)

ducto de x, se valorara con ; pero esto no es otra cosa que el

1
precio de x, , es decir, P (x,). El crecimiento de E (x,) respecto a
E (x,) se obtiene por la cantidad de venta adicional x, — x, ; el se-
gundo fin de aplicacién obtendra, por tanto, como valoracién de
la unidad de cantidad:

E (x;) —E (x,)

Xy %
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e igualmente para el tercer incremento de la cantidad x; — x, :

E(x3) — E (x,)

X3 Xg

y asi sucesivamente,

Tenemos que operar con cocientes de diferencias de la funcién
E (x). Si observamos los incrementos de cantidades de una serie
que tienda a 0, obtendremos el valor de aplicacién de la unidad
de cantidad en un punto cualquiera, es decir, el valor por unidad
que corresponde a una velocidad de produccién determinada, cuan-
do se¢ dé un incremento minimo. Por consiguiente, podremos sus-
tituir (y ésta es la consideracién mas exacta), la escala de aplica-
¢ién por la derivada de la ganancia como funcién de la velocidad
de produccién. En otras palabras, hemos de sustituir la escala de
aplicacién por la funcién de la productividad marginal E’ (x).

Si el precio es constante y existe, por tanto, libre concurrencia,
la escala de aplicacién sélo se compondra de un grado de aplica-
cién con una cantidad de produccién arbitraria y de un valor de
aplicacidn, que sera igual al precio. En el ejemplo que encontra-
mos en Schmalenbach, tenemos que operar en régimen de monopo-
lio, ya que la funcién de costes se supone que es lineal. En virtud
del principio fundamental de la produccién econémico lucrativa, el
valor de aplicacién marginal (es decir, la productividad marginal)
tiene que ser igual a los costes marginales. El ejemplo que pone
Schmalenbach (29) debe ser considerado con una estructura distin-
ta, Nos encontramos aqui con un vector bidimensional cuyas com-
ponentes son x e y. Se da la proporcién fija: x: y =1 : 3. La uni-
dad de cantidad debe ser representada por el vector (25,75 = am-
bos bienes estan medidos en kilogramos). El fin de aplicacién de
lIos dos productos A y B lo unimos de tal modo, que dentro de un
grado o categoria existe para cada producto un valor de aplicacién
constante (medio). Obtenemos asi la siguiente tabla, cuya relacién
con el esquema de Schmalenbach resulta evidente.

(29) L. c., pags. 29 y 30,
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Valor de
Grados Pm:iz:;cnrimn Cantidades de  aplicacién V(a::xr:: cdafla 311;)1;- :.l::c:;l Grados
de apli- kilogramos vector | de apli-
cacién | —— e unidad | cacién
de Ay deB de A de B ded | den |3
| i
1 1.000 § 3.000 | 1.000 : 3.000 150 800 }637,50 1
! 5.000
2 1.667 | 5.000 667 2.000 120 800 |]630,— 2
1.500 (
3 25001 7.500 833 2.500 120 700 |S555,— 3
‘ | 4 4,000
3 3.060} 5.000 500 1.500 100 700 |550,— 4
, 1.000 |
3 3.500 {10.500 500 1.500 100 650 }512,50 5
i 6.000
6 5.000 113.000 | 1.500 4.500 70 650 }1505,— 6
3.000 !
7 6.500 113.500 | 1.500 4.500 70 500 }392,50 7
8.000
8 7.667 }23.000 | 1.167 3.500 50 500 |387,50 8
2.000
9 8.500 ]25.500 833 2.500 50 400 |312,50 9
7.000 -
10 §10.000 {30.000 1.5001 1.500 | 4.500 — 400 |300,— 10
10.000 i 10.000 }30.000 | 30.000

De dicha tabla se obtiene el vector de producto mas favorable,
teniendo en cuenta el hecho de que los costes marginales son cons-
tantes y ascienden para cada velocidad de produccién a 430 marcos
por unidad de vector: dicho vector comprende los grados de apli-
cacién 1-— 6 y asciende a (5.000, 15.000). i

Si observamos el calculo de Schmalenbach para el nivel de pro-
duccién mis favorable podemos afirmar que hemos actuado de igual
medo que él. También él calcula el valor de aplicacién marginal
para el producto combinade y lo compara con la cifra de los costes
marginales (que aqui es, al mismo tiempo, la de los costes medios).
Hemos de considerar, por el contrario, impracticable su intento (30)
de establecer un valor de calculo especial para cada uno de los
productos relacionados entre si. No s6lo los calculos se prestan a
objeciones (no habria lugar a ellas si coincidiesen exactamente el

(30) L. c., pags. 30 y 31.
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valor de aplicacién marginal y la cifra de los costes marginales),
sino que el objetivo, en nuestra opinidn, resulta impracticable (en
virtud de lo establecido anteriormente (31) respecto al calculo de los
costes para productos acoplados); con lo que, naturalmente, sélo
debe decirse algo contra lo principal y no contra la posibilidad de
llevar a cabo un céalculo separado utilizable en la practica, consi-
derando sélo al producto principal como verdadero producto y
sustrayendo la ganancia del producto subsidiario de los costes to:
tales del producto principal (32).

ID. NOTAS Y EJEMPLOS PARA LA EVALUACION PRACTICA

La finalidad primera y fundamental del calculo de los costes
de una empresa debe ser el establecer, de la manera mas exacta y
detallada, la funcién de costes totales; y esto, debido al hecho de
que todas las demas funciones que aparecen se deducen de la fun-
cién de costes totales. La obtencidn de esta dltima se realiza por
medio de un« tabla. En principio resulta posible expresar, por
medio de tablas, funciones con gran mimero de variables indepen-
dientes; pero la dificultad va en aumento cuando crece el nimero
de las-variables (de las componentes del vector de producto). Si
para una funcién unidimensional se tienen 10 valores, para lograr
la misma exactitud en el caso de una funcién de n dimensiones se
necesitaran 10" valores.

La funcién de costes totales no necesita establecerse para la to-
talidad de su sector de definicidn, sino sélo para aquella zona que
interesa a la produccién. Los valores de la funcién obtenidos em-
piricamente no necesitan estar muy préximos entre si; por la in-
terpolacién se obtienen los valores intermedios.

Hay que tener en cuenta que los valores de la tabla varian en
virtud de dos momentos, o0 en términos matemaéticos, que la rela-
cion funcional varia: por la variacién del precio de compra y por

(31) Cf. nota 6.
(32) Cf. introduccién al cap. 3.
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la alteracion del método de produccién, en especial por la racio-
nalizacién. Para eliminar las fluctuaciones de precios la teoria de
la economia de la empresa ha arbitrado algunos métodos: cuentas
de compensacién, por medio de las cuales los medios de produc-
cién comprados siguen siendo entregados a un precio compensato-
rio fijo a las propias explotaciones. De modo que la tabla de costes
no es aceptada por las oscilaciones de precios, y la funcién vélida
para un momento determinado se obtiene de la tabla por medio
de una simple correccién. Sin embargo, pueden surgir alteraciones
en el método de produccion, tanto a causa de dichas fluctuaciones
del precio como en virtud de progresos técnicos y de organizacién;
entonces la tabla establecida resulta, la mayona de las veces, imitil
y ha de ser sustituida por otra.

Si de esta manera se ha logrado conocer, de manera aproxima-
da, la funcién de costes totales, podremos decir que se ha conse-
guido lo mas dificil. Se podrd ya utilizar la tabla y obtener, por
medio de sencillas operaciones de caleulo, todas las magnitudes ne-
cesarias para la regulacién de las velocidades de produccion, o sea
de la politica de precios. Un objetivo subsiguiente se encuentra en
la investigacién y simplificacién de la funcién de costes totales. Esto
se facilita, en primer lugar, por el hecho de que los costes, en su
determinacién empirica se obtienen, en lo posible, de manera or-
denada. Pero hay que evitar el establecer distribuciones de costes
que contradigan los principios de los costes; por ejemplo, no dis-
tribuir, entre los distintos productos o productos intermedios, cos-
tes no calculables directamente con arreglo a la relacion existente
entre los calculables.

Tal estructuracién hace posible el establecimiento de relaciones
de causalidad, que son especialmente itiles cuando existen varia-
ciones en el método de produccién, ya que bajo las mismas cir-
cunstancias se evita, en parte, el establecimiento de una nueva ta-
bla de costes. Ademas, es mas sencillo incluir series numéricas
sencillas' por medio de expresiones analiticas y establecer luego
sintéticamente la funcién de costes totales a través de estas funcio-
nes parciales. La estadistica matemaética tiene aqui la palabra. Sus
métodos permiten, en victud de los dates empiricos, obtener resul-
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tados relativamente exactos. Un ejemplo de esto se encuentra an-
teriormente en la nota 1, en la depuracién presentada del factor
proporcional.

I1

1. Merece una especial atencién la cuestion de si resulta po-
sible obtener, de las reflexiones teoréticas practicadas, una expre-
sién analitica, que pueda servir como férmula de aﬁroximacién
general para las funciones de costes totales continuas y regulares.
Una aproximacién analitica para los costes totales se obtiene, en
el caso concreto, comprobando varias clases de funeiones del ma-
terial empirico y escogiendo la mejor. El fin que aqui se persigue
es la obtencién de una férmula, que sea al mismo tiempo lo mas
sencilla y exacta posible. Si se logra determinar, para una cierta
materia, una “férmula general” por la via teorética, no es de nin-
gun modo cierto, ‘pero si probable, que la férmula general repre-
sente, en los distintos casos, la mejor aproximacién. Se tendria
entonces que comprobar también, cada vez, la férmula general
—junto con las otras expresiones analiticas.

El problema de la “férmula general” juega un gran papel en
muchos sectores estadisticos. Es famosa la “courbe des revenues”
de Pareto (33), que representa una férmula de aproximacién de
dos a cuatro parametros para la distribucién del ingreso en una
economia. Recientemente, Gibrat (34) ha intentado obtener una
férmula general del “efecto proporcional” para una serie de “des-
igualdades econémicas”, de una reflexién teorética de la “ley del
efecto proporcional” (“loi de I'effet proportionel”) ; al parecer, con
buen éxito.

Moore (35) establece férmulas de aproximacién para una serie
de funciones econémicas (demanda, oferta, costes, produccién), que
obtiene de la siguiente manera: para determinar una funcién

x dy
v = f(x) iguala la expresién —.
1 dx

- a un polinomio de segun-

(33) Pagrero: Cours..., 11, pag. 299 y siguientes, en especial pags. 305 y 306.
(34) Gisrar: Les inegalités economiques, Paris, 1931.
(35) Moore: Synthetic economisch, 1929. :
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do, primer o cero grados y obtiene f(x), integrando la ecuaciéon
diferencial asi obtenida. De manera anéloga procede para la de-
terminacién de las funciones con varias variables. Dando ademas
formas de aproximacién polinémicas para la funcién f(x).

2. Diversos resultados de nuestra teoria hacen posible apro-
ximar la funcién de costes totales regular por un polinomio de
tercer grado. Las razones de ello son:

1.—La funcién de costes totales es mondétona creciente, tiene
un punto de inflexién para x — b y sigue hasta el infinito sin asin-
totas.

2.—Los costes marginales disminuyen hasta x = b y crecen, mo-
nétonamente, para x > b, donde crecen por encima de cualquier
limite (36).

3.—FEl crecimiento de los costes marginales es negativo para
x < b y positivo para x < b, por lo que se puede lograr una buena
aproximacién por medio de una recta con crecimiento positivo,
que corte al eje x en el punto b.

Obtendremos, por tanto, la “férmula general”:

Kx) =A+Bx4|Ca>4+Dx®. [11
Respecto a [1] podemos hacer las siguientes afirmaciones:
a) Como K (0) =K, , tendremos
Ceopt
KI:A>0. Fa [2]

b) Resulta:
) K(x) =B4+2Cx43Dax*. [3]

Como K (x) crece monétonamente, y el minimo de dicho cre-
cimiento se da x — b, resultara

B=K’(0) > 0. (4]
¢) Tendremos que
K’ (x) =2C4+6Dx. (51

(36) Principio XVIII.
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Como K” (x), segin lo dicho anteriormente, es una recta con
crecimiento positivo, tendremos

D>o0. [6]

Con arreglo a la definicién de b, resulta

2C4+6Db=0. 71
De [7] se deduce
C>o0. (8]
y
C
b= — ——, (91
3D
d) Como ademas
A
K*=——}+B+Cx4Da%. [10]
x
y
K*=B 4 Cx 4+ Da®. [11]

En virtud del principio IV resultara, teniendo en cuenta [3]

y [11]
B4+2€Cq+3D¢g*=B4+Cq-+Dgqg?
qg(C42Dgq) =0.
Como (37) ¢ =0, tendremos

C
2D

(12]

q:

(37) Para g =0 el principio V no resultaria valido: resulta K” (0) =
=2C < 0 en virtnd de [8].
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de donde, teniendo en cuenta [9], resulta
. 2q=35b. [13]

e) Con arreglo al principio 1, resulta

A
B+2Cp+3Dp’=—+B+Cp+4Dp
14

A—-Cp*—2Dp*=0 [14]
de donde se obtiene también, en virtud de [12]:

A

pPP—piq= [15]

2D

f) Del teorema fundamental del principio del lucro econé-
mico se deduce:

E(s) =B4+2Cs4+3Ds. {161
Para la libre concurrencia tenemos:
P=B4+2Cs43Ds%. I il
de donde, con algunas transformaciones, se obtiene:

1

§ ==

(—C+4+V3D({®P—B) +C?. [18]

El valor negativo de la raiz no se puede dar en virtud de la
seguilda condicién de maximo (K” (s) > 0).

En virtud de [9] resulta también:

s::b—{—’\/ P—B

b2, ST
3D '
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I

Si la funcién de costes totales de una empresa se determina
por medio de una tabla, de una curva o de una expresién analitica,
se podra utilizar para regular la produccién. A continuacién se
ofrecen dos ejemplos. En el primero se supone una funcién de cos-
tes totales regular y normal, que viene dada por una expresion
analitica. En el segundo se supone una funcién de costes totales
regular con varias zonas de discontinuidad, que viene dada por
una.curva.

Ejemplo N.° 1:

@) La curva de costes totales de la figura 4 viene expresada
por la ecuacién (38)

1

K(x) =24 +4+4,6x—0,6 2" + 3. {20]
’ 30

De aqui se deducen, para las curvas restantes, las expresiones
analiticas siguientes:

K (x) =46 —12x 4 0,1 x?

K" () =—12 4 02 x
24 1
K* () = + 4,6 — 0,6 x - x?
x 1 30
K#*gfx) = 46 — 0,6 x + %2,

30

Para b, en virtud de [9], obtenemos: b = 6.

Para el minimo de la explotacién, en virtud de [12] é [13]:
q=09.

Para el éptimo de la explotacién resulta, en virtud de {15], la
ecnacion caracteristica:

p®>— 9 p® = 360 .

(38) Las ordenadas de la curva de costes totales se encuentran dibujadas
alli a una escala cuatro veces menor que las ordenadas de las curvas restantes.
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Dicha ecuacién se satisface para p ~ 11,65. También se cumple
el principio II:

K’ (p) =—1240,1.11,65=1,13> 0.

Para la oferta de la empresa, en virtud de [19], resulta, des-
pués de algunos calculos: :

s=b4+\VI10(P—1).

Para una determinacién mas exacta de la funcién de oferta, ob-
servemos que la cantidad ofrecida, en el caso de que se produzca,
no puede ser nunca menor que el minimo de la explotacién, y que
la uncién de oferta sélo es definida por la expresién analitica an-
terior para precios que no sean menores que los costes marginales
en el minimo de la exploticién. Para todos los precios que resulten
menores, la cantidad ofrecida es igual a cero. Los costes marginales
en el minimo de la explotacién ascienden a:

K9 =46—12.9401.92=19.

Obtenemos, por tanto, para la expresién analitica anterior, las

dos desigualdades:
s>9; P>19.

- De la primera desigualdad se deduce que siempre se dehe to-
mar el valor positivo de la raiz anterior. La segunda desigualdad,
que se deduce de la primera, expresa el hecho de que la funcién
de oferta solamente es definida por la expresién analitica anterior
para P > 1,9. Para todas las P < 1,9 desaparece s idénticamente.
Resulta aqui, por tanto: s = 0.

Asi habremos determinado la funcién de oferta como sigue:

Para p > 1,9, resulta: s =6 +\V/10(P-—1); para P < 1,9, re-
sulta: s = 0. ‘

6.—El precio 6ptimo es igual a los costes marginales en el 6p-
timo de la explotacién. Tendremos:

K (p) = 4,6 —1,2.11,65 4 0,1 .11,652 42 .
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El precio éptimo asciende, por consiguiente, a 4,2.

Para un precio que se encuentre comprendido entre 1,9 y 4,2,
la empresa sélo podra realizar una velocidad de producciéon que
se encuentre situada entre 0 y 11,65. Aqui obtiene un bheneficio
bruto que no cubre los costes constantes. Sufre, por tanto, una
pérdida. Como sus costes constantes ascienden a 24, tendra un be-
beficio bruto que se encontrara por debajo de 24.

Si el precio es mayor que 4,2 la empresa realizara una veloci-
dad de produccién mayor que 11,65. Su beneficio bruto sera mayor
que 24, obteniendo un beneficio extraordinario.

7.—Si el precio es, por ejemplo, de 3,5 la oferta de la empresa
ascendera a:

s=6+V10@35—1) =11.
Los costes totales ascienden aqui a:

113

K@d1) =24 4+ 4,6.11 —0,6. 112 =~ 46,37 .

30

Los costes variables ascienden a: K (11) — K, = 22,37.
El ingreso: 11. 3,5 = 38,5.

E1 beneficio bruto: 38,5 — 22,37 = 16,3.

La pérdida: 24 — 16,13 = 7,87.

8.—Si el precio es de 5,9 la oferta de la empresa ascendera a:

=64+ VIOBI—1) =13,

Los costes totales ascienden aqui a:

132

= 55,63 .

K (13) = 24 4 4,6 .13 — 0,6 . 13° -
, 30

Los costes variables ascienden a: K (13) — K = 31,63.
El ingreso: 13.5,9 = 76,7.

El beneficio bruto: 76,7 — 31,63 — 45,07.

¥l beneficio neto: 45,07 — 24 = 21,07.
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9.—Si la empresa no realizase mas que el éptimo de la explo-
tacién, su situacion seria mas desfavorable cuando el precio fuese
distinto de 4,2.

Para un precio de 3,5 la pérdida ascendera a:
[K*(p) —P].p = (4,2—3,5) .11,65 = 8,15.

Es, por tanto, mayor en 0,28 que si se hubiese realizado la ve-
locidad de produccién 11.

Para un precio de 5,9 el beneficio ascenderia a:
[P—K*(p)].p=(59—42) .11,65 = 19,80

Por tanto, es menor en 1,2 de lo que lo seria en el caso de que
se hubiese realizado la velocidad de produccién 13.

El hecho de que las dispersiones sean relativamente pequefias
(en el primer caso 3,6 por 100, en el segundo 5,7 por 100 de la ci-
fra mas favorable en cada caso) se explica teniendo en cuenta que
la elasticidad de nuestra curva de oferta es relativamente pequeiia.
En el éptimo de la explotacién asciende a 0,319.

Ejemplo N.° 2 (figura 15). _

En una funcién general de costes totales K (x) se encuentran
comprendidas la funcién de los costes marginales K’ (x), la funcién
de costes medios K* (x) y la funcién de los costes variables me-
dios K}; (x).

De su representacién podemos deducir los siguientes hechos:

1. La velocidad de produccién minima es 3. Aqui los costes
variables medios alcanzan su minimo para K} (3) =2. Formal-
mente existe un punto de interseccién con la curva de los costes
marginales.

2. El éptimo de la explotacién se da para x = 8. Aqui los cos-
tes medios alcanzan su minimo para K* (8) = 5,5. También aqui
se mantienen, desde el punto de vista formal, las leyes de los costes.

3. Si el precio es P =5, las velocidades de produccion 3,8 y 11
tendran costes marginales que seran iguales a los precios. Como el
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precio es menor que el precio éptimo, x =11 se descarta. Por con-
siguiente, las velocidades de produccién 3 y 8 deberin ser compa-
radas entre si.

G3)=5.3—K(@3) =15—26=—11
G@8 =5.8—K(@8) =40—44=— 4

g ZZ
< d
3 :
s LI :
2
§
3 f} L
Soae
—] e P
o e
\ I 1
\\ i
2 ¢ P UNIDADES DE BIEN
atttmpmstte K (X)
bt K*(X)
e A (X)
e KE )+ Ky (%))
Figura 18.

x == 8 es la velocidad de produccién mas favorable; por consiguien-
te, resulta s (5) = 8.
Se puede mostrar ficilmente que no se puede dar x = 11:

G(11) =5.11—K(11) = 55—63,8 =—88.
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De donde se infiere que la velocidad de produccién 11 resulta
mas desfavorable que la 8.

4. Si el precio es P =7 aparecera, en primer lugar, las velo-
cidades de produccién 3, 8, 12 y 13. Como 7 es mayor que el pre-
cio optimo 5,5, 3 se descarta. Por lo que habra que comparar G (8),

G2 y G(13).

Tendremos:

G 8 =7. 8—K (8) =56—44 =12
G(12) =7.12—K(12) =84 —69,5 = 14,5
G(13) =7.13—K(13) =91—85 = 6

La velocidad de produccién mis favorable es 12. Por consiguien-
te, tendremos:
s(7) =12,
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